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Prefacio

Estos Apuntes de Teoria Electromagnética son el resultado de mi experiencia
como profesor de las catedras de Teoria Electromagnética I y II de los curricu-
los de Ingenieria Eléctrica e Ingenieria en Telecomunicaciones de la Universidad de
Carabobo, Valencia, Venezuela, desde 1994 hasta la fecha de hoy. Recogen los prin-
cipales conceptos y formulaciones mateméticas desarrollados en clase y constituyen
un importante material de apoyo en el estudio concienzudo de las asignaturas Teoria
Electromagnética I y IT mencionadas. Con todo, como siempre hemos recomendado
los libros cléasicos del drea como las mejores fuentes del conocimiento, estos apuntes
han de servir de acompanamiento en el proceso de aprendizaje del estudiante.

Este libro consta de 11 capitulos. En el primer capitulo se hace una revision de
los conceptos principales del Andlisis Vectorial, el cual constituye un elegante cuerpo
de las matematicas apropiadamente natural para describir el electromagnetismo. En
los siguientes 6 capitulos (capitulos del 2 al 7) se desarrollan, siguiendo el método
inductivo, yendo de lo particular a lo general, los conceptos de campo electrostatico,
problemas con valores en la frontera, corriente eléctrica, magnetostatica, del campo
eléctrico al magnético a través de la relatividad especial y campos variables en el
tiempo. El Capitulo 8 esta dedicado a las Ecuaciones de Maxwell y a su solucién en
el dominio de la frecuencia. En los capitulos subsiguientes (capitulos del 9 al 11) se
sigue un método deductivo y se desarrollan algunas aplicaciones de las Ecuaciones
de MAXWELL en el dominio de la frecuencia, a saber: ondas planas, principios de

radiacién y ondas guiadas.

A. J. Zozaya
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Capitulo 1

Analisis Vectorial

1.1. Sistemas de coordenadas

EAN z, y y 2 una terna de variables que denotan distancia, cada una medida
sobre uno de tres ejes mutuamente ortogonales, los cuales se interceptan
en un origen O (ver Fig. 1.1). Estas distancias rectangulares bien podrian

expresarse en funcién de otras cantidades geométricas como, por ejemplo, angulos
acimutales, angulos polares, distancias axiales, distancias radiales, etc.
Designense con uy, us y uz los miembros de

cualesquiera de las ternas de parametros geomé- 3

>N

tricos que decidieran usarse y denominense varia- p
(C]_, C2, C3)

bles coordenadas. En general se podra escribir: w1
,,,,,, o uz
g o T ~y
vo= ) (1.1a) Figura 1.1: Versién grafica de las
y = ylur,uz, us) (1.1b) curvas coordenadas z, y y z y ui,
z = z(uy,usg, uz) (L1c) wyy ug

Y, también, las variables uy, uy y ug podran

ser resueltas de las Ecs. (1.1) en funcion de x, y

y 2

Uy = ul(xvyaz) (12&)
uy = us(z,y,2) (1.2b)
us = u;»,(x,y,z) (12C)



La igualacién de la Ecuaciones (1.2) a sendas constantes, i.e. u; = ¢, ug = ¢y
y uz = c3, da lugar a tres superficies, denominadas superficies coordenadas, cuya
interseccién define un punto en el espacio, y la tripleta de valores concretos (cy, co, ¢3)
constituyen las coordenadas de dicho punto. Para nosotros tienen interés solo las
familias de superficies u; = ¢y, uy = ¢ y uz = c¢3 mutuamente ortogonales en todos
los puntos del espacio. La familia de variables coordenadas {uy, us, us}, asi definidas,
forman el sistema de coordenadas curvilineas ortogonales generalizadas.

Cada coordenada curvilinea generalizada, u; 23, la cual, como se ha sugerido
previamente, bien puede representar un angulo, o bien una distancia, se ha de medir
sobre una curva coordenada —ver Fig. 1.1-. La curva coordenada u;, que pasa por el
punto (cq, ¢z, ¢3), se obtiene de la interseccién de las superficies coordenadas u; = c;
y ur = ¢, coni # j #ke{l,2,3}.

Sea 7(up) el vector de posicién del punto

P(uy,uz,us) (c1, ¢2, c3). Al movernos sobre la curva uy, hasta

experimentar un incremento Au; —ver Fig. 1.2—,
r(ur + Auq)N s (u1)

w el vector de posicion del punto de llegada sera
\.,’O

r(u; + Auq). El vector diferencia, a su vez, seré:

Figura 1.2: Detalle de la curva coor- Ar = fr(ul + Aul) — 'r'(ul)' Al tomar el limite

denad
enada u, . r(u + Auy) —r(uy)  Or

Aui—0 Auy ouy

se obtiene un vector tangente a la curva coordenada uy, perpendicular a la superficie
coordenada u; = ¢; y que apunta en la direcciéon de crecimiento de la variable coor-
denada u;. Un vector més apropiado, el cual conserva toda la informacién anterior,

se obtiene normalizando g—;l respecto de su médulo

or
ou1
or
ou1

a; =

siendo a1, evidentemente, unitario. De manera similar se pueden obtener los vectores

az y as:
or or
OJus Ouz
a a
27 Jor 37 Jor
Ous Ous

Los vectores unitarios {a1, as, asz} constituyen una base vectorial. Se conviene en

escribir: % = h;a;,cont € 1,2,3y donde h; = ‘% se conoce como factor de escala.
7 3

Facilmente se comprueba que un desplazamiento diferencial du;, con i € 1,2,3, a

lo largo de la curva coordenada u; , comporta un desplazamiento de longitud par a



83_7“ . De esta manera,
u;

un desplazamiento espacial, ejecutado a partir de un incremento infinitesimal de las

du;, y de aqui la denominacion de factor de escala de h; = ‘%

variables coordenadas, e.g. yendo de P(uy,us,us) a P(uj + duy, ug + dug, ug + dus),
define un diferencial de camino o elemento de camino:

Z 2 e,

= hidujaq + hedusag + hsdusas

at =

La unioén de las seis superficies coordenadas que definen los puntos P(uyq, us, u3)
y P(uy 4 dug, us + dus, ug + dug) conforman, debido al cardcter infinetisimal de los
incrementos de las variables coordenadas, un cubo, el cual ocupa un diferencial de

volumen, o elemento de volumen, dv, par a dv = hyhohsduydusdus.

Cuadro 1.1: Elementos de interés de los sistemas de coordenadas curvilineas generaliza-

das, Cartesianas, cilindricas y esféricas.

generalizadas Cartesianas cilindricas esféricas
variables
Uz, Uz, U3 r,y,< PP < 7“797%0
coordenadas
base vectorial ai,as, as Ay, Ay, Q; a,, a,,a, ar,ag,a,
factores  de ]
hi, ho, hs 1,1,1 1,p,1 1,r,rsinf
escala
hiduiaq + dra, +
elemento de dra, + dpa, +
thUQGQ + rd@ag +
longitud dya, +dza, pdea,+dza, )
hsdusas rsin 0dpa,
h1hoduidus, dpde, rdrdf,
elementos de R dxdy, dzxdz, pepey ]
hihgduydus, pdedz, rsin fdrdey,
superficie dydz )
hohsdusdusg dpdz r?sin dfdyp
elemento  de
hihohsduidusdus  dedydz pdpdpdz r? sin Odrdfdy
volumen

Las caras de este cubo infinitesimal, a su vez, constituyen diferenciales de su-

perficie, o elementos de superficie, que si se asumen de caracter vectorial ten-
drian una de las seis formas siguientes: ds 4+ hshsdusdusay, ds £+ hihsdu;dusas
ods =+ hthduldUQag.

En este curso tendremos que ver, principalmente, con los sistemas de coordenadas

Cartesianas, cilindricas y esféricas. Una revisiéon apropiada de estos sistemas de



Cuadro 1.2: Transformacién de

coordenadas.

a Cartesianas

desde Cartesianas

p= VI

T = pCcos¢

Cilindricas ¢ = arctan (g) y = psingp
Z =2z z =2z
r=+x2+y2+ 22 x =rsinfcosy
Esféricas | § = arctan (@) y =rsinfsinp

© = arctan (%) z =1rcosf

coordenadas se puede realizar con base en los conceptos desarrollados previamente
relativos al sistema de coordenadas curvilineas ortogonales generalizadas. En efecto,
al identificar los parametros geométricos que sirven de base para la definicion de la
tripleta de superficies coordenadas correspondientes, mediante la particularizacion
de la Ecs. (1.2), las definiciones de la base vectorial, los factores de escala, el elemento
de longitud, los diferenciales de superficie y el diferencial de volumen, siguen de

manera natural.

En el Cuadro 1.1 se muestran los elementos de interés de los sistemas de coorde-

nadas curvilineas generalizadas, Cartesianas, cilindricas y esféricas, respectivamente.

1.1.1. Transformacion de coordenadas

Dado un vector A, expresado en un sistema de coordenadas determinado (siste-
ma de coordenadas de origen —-SCO-), su expresion en otro sistema de coordenadas
(sistema de coordenadas de destino -SCD-) se puede hallar mediante una trans-
formacion que comprende dos procedimientos: la transformacion de las variables

coordenadas y la transformacion de la base vectorial.

Transformacién de las variables.

La transformacion de las variables coordenadas se realiza a partir de las relacio-
nes geométricas contenidas en las Ecs. (1.2) y (1.1), las cuales son, precisamente,
ecuaciones de transformacion de coordenadas. Estas relaciones, para el conjunto de

coordenadas Cartesianas, cilindricas y esféricas, se muestran en el Cuadro 1.2.

4



Cuadro 1.3: Proyecciones mutuas de las bases vectoriales de los sistemas de coordenadas

Cartesianas y cilindricas.

En coordenadas cilindricas | En coordenadas Cartesianas
a, a, a, a, a, a,
a, | cos — sin 0 L ——=L 0
T ¥ ¥ \/x2+y2 \/m2+y2
a, | sin Cos 0 Y L 0
Y b b \/x2 Ty2 \/x2+y2
a, 0 0 1 0 0 1

Cuadro 1.4: Proyecciones mutuas de las bases vectoriales de los sistemas de coordenadas

Cartesianas y esféricas.

En coordenadas esféricas En coordenadas Cartesianas

a, Qg a, a, ag a,
a, | sinfcosy | cosfcosp | —sinp \/x2fy2+22 \/x2+y2f; T | \/x;’ﬂﬂ
a, | sinfsing | cosfsing | cosy \/x2fy2+22 \/x2+y2j_/; NEE \/m§+y2
a. cosf —sin 6 0 \/ﬁ — \/m:viy;?fz? 0

Transformacién de la base vectorial

Para la transformacién de la base vectorial es necesario hallar las proyecciones

del vector dado en cada una de las direcciones de la base vectorial del SCD. En los

cuadros 1.3 y 1.4 se resumen estas proyecciones.

La conversion del sistema de coordenadas en el que se expresa un vector dado se

puede realizar mediante alguna de las siguientes operaciones expresadas matricial-

mente.

De cilindricas a Cartesianas

T _ Yy
A, \/m2+y2 \/m2+y2
A, =] = :
Y \/mQerQ \/mQerQ
A 0 0 1

Aﬂ(xa y7 Z)
As@(x7 y? Z)
A(z,y,2)

(1.3)



De Cartesianas a cilindricas

A, cosp singp 0 Az(p,p, 2)
A, | =] —sing cosp 0 Ay (p, e, 2) (1.4)
A, 0 0 1 A.(p,p,2)

De esféricas a Cartesianas

T Tz _ Y
A, Vrrme oo o | [ Ay 2)
Y yz T
Ay | = Va2t 422 \fa2 4y 22y /a21y? /2ty Ag(2,y,2) (1.5)

v 12+y2 O Aso(xvyvz)

-z —_Vv= I
/x2+y2+22 /$2+y2+2’2

De Cartesianas a esféricas

A, sinfcosp sinfsing cosf Ay(r,0,9)
Ag | = | cosfcosp cosfsing —sinf Ay(r,6,9) (1.6)
A, —sin @ CoS @ 0 A, (r,0, )

1.2. Gradiente de un campo escalar

Dada una funcién escalar f = f(uq, us, uz) de buen comportamiento (continua y

derivable), la ecuacién:

f(ul,u2,u3) = V (]_7)

define en el espacio una superficie como se muestra en la Fig. 1.3. Ubicados en un
punto p sobre dicha superficie al realizar un desplazamiento diferencial —ver Fig.
1.3(a)—

df = hiduiaq + hedusas + hsdusas (1.8)

terminamos sobre una nueva superficie definida por:
f(ul,UQ,Ug) = V+df (]_9)

Se observa que al desplazarnos desde el punto p una distancia infinitesimal d#,
la funcion f experimenta un variaciéon igualmente infinitesimal df , cuya expresién

matematica viene dada por:

_of of of
df = aUI du1 + 8u2 dUQ —+ aU3dU3 (110)
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f i =V
A i -
: p(u1,uz, u3) p(u1,uz,u3)
P 5 S

(a) (b)

Figura 1.3: Superficies isoescalares del campo f = f(uq,us,u3), utilizadas para la ilus-

tracién del concepto de gradiente. a) Al desplazarnos un diferencial de camino fuera de la

superficie f = V terminamos sobre una nueva superficie isoescalar f = V+df, en la cual
is i i iferencial d f — 20 du+ 2F du, + 21

la funcién escalar experimenta un incremento diferencial df = 8u1dU1+8u2dU2+8u3dU3.

b) Al desplazarnos un diferencial de camino dentro de la misma superficie f = V' la fun-

cién escalar experimenta un incremento diferencial nulo df = 0.

Facilmente se comprueba que la variacion df se puede factorizar de la forma:

0 0 0
df = — -hyd hsod hsd 1.11
f <h18u1 a; + h28u2a2 + h38u3a3> f-hiduiay + hy :;202 + hadusas ( )
vf
El campo vectorial:
0 0 0
=|— 1.12
Vf <h18u1 a1+ h28u2 @2+ h38u3 a3) f ( )
se denomina gradiente de la funcién escalar f.
Veamos que sentido fisico tiene. Al poner:
df =Vf-de=|Vf|-|d€|cosa (1.13)

Reconocemos, en primer lugar, que df se maximiza para a = 0, por lo que:

dfvax
|de]

V= (1.14)

y comprobamos que el médulo del gradiente de una funcién escalar es igual a
la maxima razén de cambio espacial de dicha funcién en el punto donde se evalta
dicho gradiente.

Si ahora imponemos que el desplazamiento espacial d€ nos conduzca a un punto
en la misma superficie f = V —ver Fig. 1.3(b)—, serd: df = 0. Ya que Vf # 0
y d€ # 0, sigue que cosa = 0, y por tanto o = 90°. Se puede deducir entonces

que la direccion del gradiente coincide con la del vector unitario a,, normal a la

7



Cuadro 1.5: El gradiente V f expresado en diferentes sistemas de coordenadas.

Sist. de coordenadas Vf
Cartesianas —iax + iay + i
Clilindricas g—ﬁap + ;gf; a, +

Esféricas gfa,n + igga + r511n6 g£ a,

superficie f =V y apunta hacia la direccion en la que la razén de cambio de f por

unidad de longitud es méxima.

0 0 0
=(— 1.1
v (hlaul @1+ hg&’dz oz + hg&Ug a3> ( 5)

es un operador diferencial vectorial (nabla) que nos permite definir en modo opera-

La expresion

tivo el gradiente de un campo escalar para cualquier sistema de coordenadas.

1.3. Estructura espacial del campo y su relacién

con las fuentes que lo producen

Los campos fisicos son producidos, en general, o por fuentes de naturaleza escalar,

o por fuentes de naturaleza vectorial:

1. Los campos que son producidos por fuentes escalares convergen hacia, o emer-
gen desde, éstas, segun la «polaridad» de las fuentes, por lo que sus lineas de
fuerza son abiertas: nacen en fuentes escalares positivas y terminan en fuentes
escalares negativas. Claro esta que cuando se tienen fuentes de una sola pola-
ridad, el inicio de las lineas de fuerza, o el final, se debera ubicar en el infinto.
El caracter divergente (o convergente, como dirfa el propio MAXWELL) de es-
tos campos se evidencia analiticamente al presentar una derivada longitudinal
no nula, e.g. el campo F; = xa, es un campo divergente. Estos campos se

denominan campos irrotacionales, porque no rotan.

2. Por otro lado, los campos que son producidos por fuentes vectoriales rotan,

o circulan, transversalmente alrededor de las fuentes, por lo que sus lineas de



fuerza son cerradas: no tienen ni principio ni fin. El cardcter circulante de
estos campos se evidencia analiticamente al presentar al menos una derivada
transversal no nula, e.g. el campo Fy = ya, es un campo circulante. Estos

campos se denominan campos solenoidales, porque rotan.

Ya que existe una estrecha relacién entre la naturaleza de las fuentes y la estruc-
tura de los campos, tiene sentido estudiar formalmente la relacién espacial entre
fuentes y campos, asunto que abordaremos de seguido mediante la definiciéon de
la divergencia y el rotacional de un campo vectorial. Mas adelante, concluiremos
nuestro repaso enunciando el teorema de HELMHOLTZ, completando los principios
formales que serviran de base para el estudio de los campos eléctrico, magnético y

electromagnético.

1.4. Divergencia de un campo vectorial

La densidad de fuentes escalares de un campo vectorial se denomina divergencia
del campo. Como la cantidad de fuentes escalares de un campo contenidas en un
volumen genérico se mide mediante una integral de flujo, el flujo y la divergencia
estan estrechamente relacionados, siendo la primera una cantidad global y la segunda
una cantidad puntual. De seguido se desarrollan mas amplia y formalmente estos

conceptos.

1.4.1. Integral de flujo

Se conviene en admitir que el flujo de un campo a través de una superficie cerrada
mide la cantidad de fuentes escalares de este campo contenidas en el interior de tal
superficie.

Dado un campo vectorial A = A(r), se define:

g = A - ds = fuentes escalares de A contenidas en AV
SO = Foar)

donde la integral ®4 = §5 A - ds se lee como el flujo del campo A a través de S.
Si (I)?( av) > 0, entendemos que las lineas de fuerza de A atraviesan la superficie
S en promedio desde el interior hacia el exterior de AV, como divergiendo desde
el interior de AV, y decimos que en el volumen AV se localizan fuentes escalares
positivas o manantiales del campo A. Si <I>§( avy < 0, las lineas de fuerza de A

atraviesan en promedio la superficie S desde el exterior hacia el interior de AV,



como convergiendo hacia el interior de AV, y decimos que en el volumen AV se
localizan fuentes escalares negativas o sumideros del campo A. Y si @é( avy =0
interpretaremos que las lineas de fuerza de A atraviesan la superficie S en ambos
sentidos en igual proporcién (las lineas que salen de AV igualan a las que entran),

y decimos que no se localizan fuentes escalares de A en el interior de AV'.

Ejemplo Se desea calcular el flujo del campo F; = a—pp a través de las superficies

S1y Sy que se muestran en la Fig. 1.4.

V4
A po
H P

S

(a) (b)

Figura 1.4: Superficies para el calculo del flujo del campo F; = “—pp.

Solucién Facilmente se comprueba que §g F; -ds = 2nhy §5 F;-ds =0, lo
cual quiere decir que la superficie S; contiene en su interior 2wh fuentes escalares
del campo Fj;, mientras que en el interior de S no se localizan fuentes escalares de

dicho campo.

1.4.2. Definicion de la divergencia de un campo vectorial

Definimos ahora la divergencia del campo vectorial A en un punto dado, la
cual se escribe abreviadamente V - A, como la densidad de fuentes escalares de A

por unidad de volumen en dicho punto:

fuentes escalares de A

VA= Alxlfn—lm AV
O equivalentemente:
, 1
V.A:A%OA_V%A@S (1.16)

donde la superficie S de integraciéon es la superficie que encierra el volumen AV en

cuyo interior se encuentra el punto donde se desea calcular la divergencia de A.
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La ecuacién (1.16) se lee: la divergencia de un campo vectorial A en un punto
dado se obtiene tomando un pequefnio volumen que contenga el punto, calculando el
flujo de A a través de la superficie que encierra dicho volumen(!), y dividiendo el
flujo entre el volumen en la medida que este se reduce a dimensiones infinitesimales.
La cantidad que se obtiene (la divergencia) es escalar y tiene dimensiones de una
densidad volumétrica de flujo o de fuentes escalares.

Para calcular la divergencia de A en un punto
genérico P, de coordenadas uy, uy y usz, se toma
un pequeno volumen cubico incremental AV de
aristas hiAuy, hoAus y hsAus, con uno de sus

vértices apoyado sobre P —ver Fig. 1.5—, y se cal-

cula el flujo de A a través de las seis caras del
Figura 1.5: Volumen incremental cubo [1]. Tomaremos dos de estas caras, tales que
que contiene el punto P donde se estas sean opuestas, e.g. las caras abed y mnop,
desea calcular V - A. y evaluaremos los respectivos flujos, y luego, por

analogia, escribiremos los flujos a través de las
caras restantes. Asumiendo que los incrementosAus y Aug son suficientemente pe-
quenos, de tal suerte que Ay, hy v h3, cuyos valores se toman en p, se pueden asumir

uniformes en toda la cara mnop se podra escribir:

A-ds = Afen p)-(—aq)(drea de la cara mnop)
mnop
~ —AlhgthUQAU3 (117)

El flujo de A a través de la cara abed, asumiendo que A sea continuo y posea
derivadas de cualquier orden en el interior de AV y sobre S(AV'), se puede aproximar
a partir del valor de su flujo a través de la cara mnop mediante la expansion en serie
de TAYLOR [, A -ds = [, A" ds—i—a%l(fmmp A - ds)Au; + T.0.S., donde los
términos de orden superior, que contienen potencias del incremento Au; (Au?), con

n > 2, se pueden despreciar en virtud del proceso de limite. De esta forma:

A-ds = AlhgthUQAu;g + g(AththUQAUiJ,)AUl
abed U1

=~ AlhgthUQAU3 + 8%(141h2h3)AU1AU2AU3 (118)
1

Estos flujos parciales hacen una contribucién al flujo total par a

/ Adst [ A-ds~ =2 (Ahohs)Auy AusAus
mnop abed 8’&1

!Tomando la normal en cada punto de la superficie que apunta hacia el exterior del volumen

considerado

11



Calculando los flujos parciales a través de las caras restantes de manera analoga
y sumandolos todos, se obtiene el flujo total. Al dividir éste entre el volumen incre-
mental AV = hihohsAui AusAug, v ejecutar el limite para AV que tiende a cero se

obtiene:

1 0 o 9
"y, ha, by | Ouy (Avhzhg) + = (Ashihg) + ——(Ashzhi) (1.19)

- A
v 8’&2 (‘3u3

Al especializar la ecuacién (1.19) para cada sistema de coordenadas se obtienen

las expresiones que se presentan en el cuadro 1.6.

Cuadro 1.6: La divergencia V - A expresada en diferentes sistemas de coordenadas.

Sistema de coordenadas V-A
Cartesianas (,%Aw + (%Ay + %AZ
Cilindricas %%(pAp) + %%Aq, + %AZ
Esféricas %%(TQAT) + rsin@%(sm 0Aq) + rsian%ul“’)

1.4.3. Teorema de la divergencia

Dado el campo A y la superficie cerrada S, la cual define un volumen V —ver
figura 1.6(a)—, siendo el campo A de buen comportamiento tanto en .S como en V|

se puede demostrar que:
/V-Ady:f A-ds (1.20)
1% S(V)

Para ello dividimos el volumen V en N volimenes incrementales Av; —ver figura
1.6(a)—.

En el punto central del volumen Av; tenemos:

1
VoAl = Jin o %qimw)A'ds (1.21)
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(a) (b)

Figura 1.6: (a) Superficie cerrada para la ilustracién del Teorema de La Divergencia y

(b) detalle de dos volimenes incrementales contiguos.

Si los volimenes incrementales se toman lo suficientemente pequenos como para
considerar la divergencia del campo A aproximadamente constante en todo Ay;, se

podra escribir:

1
V-A|izAVb%g_A-ds

(1.22)
V-A|1-Auizfig A-ds

aproximacién que mejora en la medida que Ay; tiende a cero, en cuyo caso N

tenderia a infinito. Si los IV términos de los tipos V- A[;Av; y §5 A -ds que pueden

ser definidos en el interior de S se suman respectivamente, se obtiene:

N N
SV AL A, ~ Zf A-ds (1.23)
i1 i—1 75

Al tomar el limite para Ay; — 0 (N — 00), la aproximacién desaparece dando lugar

a una igualdad:
N

N
All}in_l)oi 1 V- A|Ay; = Al}}in_%o;]i‘i A -ds (1.24)

En particular, para el término de la izquierda, tendremos:
N

Jim 3= )
N—oo =

lim Ay; =dv

Alli—>0

N—o00
y

N
Al;}r_l}(); V- AlAy; = /V V-Adv (1.25)
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Para resolver el limite del miembro de la derecha de la ecuaciéon (1.24), nos
basaremos en el hecho de que en el computo de flujo de A a través de dos superficies
que encierran dos volimenes incrementales contiguos, digase Av; v Av; 1 —ver
figura 1.6(b)—, las aportaciones de flujo correspondientes a la cara comin de ambas
superficies contiguas, calculadas en un sentido en un caso y en sentido opuesto en
el otro, se anulan mutuamente. Por esta razon, la suma de los N flujos del tipo
$s. A -ds convergird, para N — 00, a la suma de los flujos de A a través de las caras
no compartidas de las 5;, la cual coincide con el flujo de A a través de la superficie

exterior S. Esto es:
N

If fA-d _ A-d 1.26
{E(}; s T e (1.26)

Juntando los los resultados (1.25) y (1.26), obtenemos el denominado Teorema de
la Divergencia:

/V-Ady: A-ds (1.27)
14

SV
Comprobacién del Teorema de la Divergencia en volimenes que contienen

puntos singulares del campo

Al intentar comprobar, por ejemplo, el Teorema de la Divergencia para el cam-
po A = a,/r? en un volumen esférico centrado en el origen, facilmente podemos

incurrir en el error de escribir:

/A-ds =47
s

/ V.Ady =0
V(S)

y concluir que

)V-Adyyé/SA-ds

V(s
ya que la aplicacion (errénea) de la Ec. (1.19) especializada para el caso de coorde-
nadas esféricas —ver Cuadro 1.6- arroja: V - a,./r* = 0.

El error esta en que este resultado solo es valido para todos los puntos fuera
del origen, donde el campo presenta una singularidad y la propia férmula no tiene
validez. En general, si en el volumen V' dado para la comprobacion del Teorema de
la Divergencia se encuentran puntos singulares del campo —como 7, en la Fig. 1.7—,
en tales puntos se debera proceder a estimar la Divergencia utilizando su definicion
dada mediante la Ec. (1.16). El cémputo de la Divergencia en los puntos restantes, en

cambio, se podrd realizar utilizando directamente la formula dada en la Ec. (1.19).
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Para ello se debe proceder a «aislar» la singularidad,

A/ S . _
’.VU v lo cual consiste en tomar un pequenio volumen V,, con
r centro en el punto singular, y dividir la integral [,V -
¢« ° .
O A dv en dos partes:
Figura 1.7: Volumen V /V-Ady:/ V-Adv+ | V-Adv
. \% V—-Vs Vo
con un punto de singula-
ridad del campo A. donde la Divergencia del campo en la integral de volumen

sobre V(s) —V, se puede calcular mediante la férmula de
la Ec. (1.19), mientras que la integral de volumen sobre V,, se ha de calcular mediante
la definicion —Ec. (1.16)—

1 8(A1h2h3) 8(A2h1h3) 8(A3h1h2)
-Ady = d
/V—V<7 v v /V—VU h1h2h3 [ 8u1 + (’3u2 + 8'&3 v
v-Ad= [ <1fmi A-ds)du
Vo o Vo—0 VO’ So

y si se conviene que la divergencia del campo A ha de converger en V,, se la puede

factorizar de la integral de volumen, resultando:

1 1
/ (Hm =4 A-ds> dv = lim <—f A-ds> dv
Vy \Vo—0 V. Js, Vo—=0 \V, Js, Vs,
= A -ds (1.28)
limy,, 0 So

Segun la Ec. (1.28), para comprobar el Teorema de la Divergencia en un volumen

en cuyo interior se localiza un punto singular del campo, una porciéon infinitamente
pequena de la integral de volumen es reconvertida en una integral de flujo. Dicha

porcion de volumen debe contener en su interior el punto de singularidad del campo.

Utilizaciéon el Teorema de la Divergencia para la estimacién de la Diver-

gencia en puntos singulares del campo

Si en el interior de cierto volumen V', encerrado por una superficie S, se en-
cuentra un punto singular 74 de cierto campo A, como se ilustra en la Fig. 1.7, y
se comprueba que [¢ A -ds # 0y que fuera del mencionado punto la Divergencia
del campo es nula, entonces en el punto de singularidad estaran apinadas todas las

fuentes del campo atrapadas por S y la Divergencia del campo valdré:

V~A|ré:(/SA~ds)5(r—'r’s)
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Ejemplo Dado el campo
A

r2
calcule la divergencia de A usando el teorema de la Divergencia y tomando en cuenta
la definicién del delta de DIRAC:
# 0, paraz = 0;

o()
=0, paraz #0.

y ademas:
/ T () dz =1

Solucién  Para r # 0 se puede aplicar la Férmula (1.19) y se obtiene que
V - (a,/r?) = 0, lo cual implica que no existen fuentes escalares del campo fuera del
origen. Para r = 0 la divergencia del campo, en cambio, ya no se puede calcular me-
diante la misma férmula. Tomando, sin embargo, una superficie cerrada cualquiera
que contenga en su interior el punto singular del campo (el origen), facilmente se
comprueba que [¢ A -ds = 47w. Como ha quedado descartada la existencia de fuen-
tes escalares del campo fuera del origen, las fuentes que producen el campo estan
todas acumuladas en el origen, y su densidad volumétrica alli debe ser, en virtud
del Teorema de la Divergencia y de la definicion de la distribucion delta de Dirac,
de la forma: V - (a,/r?) = 4w6(2)d(y)d(z).

1.5. Rotacional de un campo vectorial

La densidad de fuentes vectoriales por unidad de superficie transversal de un
campo vectorial se denomina rotacional del campo. Como la cantidad de fuentes
vectoriales de un campo que atraviesan cierta superficie abierta se mide mediante
una integral de circulacion, la circulaciéon y el rotacional estan estrechamente rela-
cionados, siendo la primera una cantidad global y la segunda una cantidad puntual.

De seguido se desarrollan mas amplia y formalmente estos conceptos.

1.5.1. Integral de circulacién

Se conviene en admitir que la circulacién de un campo a través de un camino
cerrado mide la cantidad de fuentes vectoriales de este campo, en la direccion trans-

versal del camino, enlazadas por el contorno.
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Dado un campo vectorial A = A(r), se define:

Ca g = A - d€ = fuentes vectoriales de A enlazadas por I’
P9 = Flas

donde la integral C{ = §- A - d¥€ se lee como la circulacién del campo A a lo largo
deT.

Establecido un sentido de recorrido para la curva cerrada I', si Cff‘( as) > 0, en-
tendemos que las lineas de fuerza de A se proyectan en promedio positivamente
sobre la tangente de la curva I', como circulando en el mismo sentido de recorrido
prefijado de la curva I', y decimos que I' enlaza fuentes vectoriales del campo A,
cuya orientacién en el espacio forma un sistema derecho con el sentido de recorrido
de la curva I'. Si C’If‘( as) < 0, las lineas de fuerza de A se proyectan en promedio
negativamente sobre la tangente de la curva I', como circulando en sentido con-
trario al sentido de recorrido prefijado de la curva I', y decimos que I" enlaza fuentes
vectoriales del campo A, cuya orientacion en el espacio forma un sistema izquierdo
con el sentido de recorrido de la curva I'. Y si Cff‘( as) = 0 interpretaremos que las
lineas de fuerza de A no «circulany» a lo largo de I', y decimos que I' no enlaza

ninguna fuente vectorial de A.

Ejemplo Se desea calcular la circulacion del campo F, = %‘" a través de los

caminos 'y y I's que se muestran en la Fig. 1.8.

a, A a,
p Fy

>N
b
I

(2) (b)

Figura 1.8: Caminos cerrados con sus sentidos de recorrido para el calculo de la circulacién

del campo F, = gpf.

Solucion Facilmente se comprueba que ¢ Fs-d€ = 27y ¢, Fy-d€ = 0, lo cual
quiere decir que el camino cerrado I'y enlaza 27 fuentes vectoriales en la direccion de
a. del campo F§, mientras que el camino I's no enlaza fuentes vectoriales de dicho

campo en la direccion de a,.
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1.5.2. Definicion de rotacional

Definimos ahora la componente n-ésima del rotacional del campo vectorial A en
un punto dado, en cierta direccién a,, arbitraria, la cual se escribe abreviadamente
(V x A),, como la densidad de fuentes vectoriales de A en la direcciéon a, por
unidad de superficie transversal en dicho punto:

(V x A), = lim (fuentes vectoriales de A),

AS—0 AS
O en modo equivalente:
(V x A), = li ifA de (1.29)
"7 ASSB0AS Jb '

donde el camino I' de integracion es el contorno de la superficie AS donde se encuen-
tra el punto donde se desea calcular el rotacional de A y cuya normal coincide con la
direccién de la componente del rotacional. La ecuacién (1.29) se lee: la componente
del rotacional de un campo vectorial A en un punto dado en una direccion arbitraria
a,, se obtiene tomando una pequena superficie que contenga el punto y ortogonal a
dicha direccién, calculando la integral de linea de A a lo largo del contorno de dicha
superficie (la circulacién) (?), y dividiendo esta circulacién entre la superficie en la
medida que ésta se hace disminuir hasta dimensiones infinitesimales. La cantidad
que se obtiene (la componente del rotacional en la direccién normal a la superficie)
tiene dimensiones de una densidad superficial de circulacion o de fuentes vectoriales.

Para obtener el rotacional de A se deben cal-
cular las componentes de éste segun las tres di-
recciones bases de un sistema de coordenadas
dado. En coordenadas curvilineas generalizadas

sera:

Figura 1.9: Superficie diferencial wy A — (VxA)ar+(VxA)sas+(VxA)sas

que contiene el punto donde se (1.30)
desea calcular el (V x A); =V x Para calcular la componente (V x A); del
A-a;. rotacional en un punto genérico p(uy,ug, u3) se

toma una superficie incremental AS; con centro
en el punto p, o con p como uno de sus vértices —ver Fig. 7.3(b)—, y se calcula la

circulacion C’I‘f‘l del campo a lo largo del contorno I'; de dicha superficie.

2La direccién de circulacién debe cumplir la regla de la mano derecho respecto a la normal a la

superficie en la direccién en la que se desea calcular la componente del rotacional
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Con relacién a la Figura 7.3(b) se tiene:

1
Apm—— ([ Ade+ [ Ades [ aaet | A~d£)
<vx >1 hgthUgAUg ( pl + In + nm + mp
(1.31)
donde
/A~d£ ~ Af(en p) - az(longitud del tramo pl)
pl

El céculo de [, A - d€ se puede calcular a partir del resultado dado por la
Ec. (1.32), asumiendo que el campo A sea de buen comportamiento (continuo y
derivable), tanto en AS como en I', mediante el desarrollo en serie de TAYLOR
Jon A-dl = [, A-dl+ a%g(fpl A - dl)Aus + T.0.S., donde los términos de orden
superior contienen potencias del incremento Auz (Au}), con n > 2, los cuales se

pueden despreciar en virtud del proceso de limite. De esta forma:

/ A-df ~ AQhQAUQ + ai(AQhQAUQ)Au:g
mn us

/ A-dé~ —AQhQAUQ — a%(AQhQ)AUQAUg (133)
nm 3

Por otro lado:

A-d¢ = A(enp)-(—a3)(longitud del tramo np)

mp

~ —A3h3AU3 (134)

Finalmente, para el célculo de [, A - d€ se puede proceder de manera similar a

como se procedié con [, A -de:

A-df =~ —AgthUg — ai(AgthUzJ,)AUQ
Usg

nl

0
/ A-dé =~ A3h3AU3 + E(Aghg)AUzJ,AUQ (135)
In 2
Al sustituir las Ecs. (1.32), (1.33), (1.34) y (1.35) en la Ec. (1.31), efectuar la suma

y resolver el limite, se obtiene:

1 0 0
A) = —(Ashs) — —(Ash
(V % )1 h2h3 [8UQ( 3 3) 8’&3( 2 2)
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Las componentes restantes de V x A se pueden calcular de manera similar hasta

obtener:
ax 0 0 as 0 0
A 7 (Ashg) — —2(A 22 1 9 Ak - (A
VX h2h3 l8u2< 3h3) 8’&3( 2h2)‘| + hlhg l8U3( lhl) 8U1< 3h3)
as 0 0
—(A ——(A 1.
hth [81“( 2h2) 8’&2( 1hl)‘| ( 36)

La Ecuacion (1.36) se puede escribir de forma concisa mediante el determinante:

hiai heas hsas

1 0 0 0
A= 1.37
VX h1h2h3 8’&1 8u2 8u3 ( 3 )

h1A1 h2A2 thg

Al especializar la ecuacién (1.37) para cada sistema de coordenadas se obtienen

las expresiones que se presentan en el cuadro 1.7.

Cuadro 1.7: Rotacional V x A expresado en diferentes sistemas de coordenadas

Cartesianas Clilindricas Esféricas
a, a, a, a, pa, a, a, rag rsinfa,
o o0 0 g o0 0 o 0 0
A - = = = = = L = = -
VX dr Oy 02 ||°|op Bp Bz ||| B B8 By
A, A, A, A, pA, A, A, 1Ay rsinbfA,

1.5.3. Teorema de STOKES

Dado el campo A y la superficie abierta S de perimetro I' —ver figura 1.10(a)—,

siendo A de buen comportamiento tanto en S como en I'; se puede demostrar que:
/VXA-dSZfA.dz (1.38)
S r

Para ello dividimos la superficie S en N superficies incrementales AS,,. Para
el punto central de la superficie incremental AS,,, a la cual asociamos un vector
a,, normal que satisface la regla de la mano derecha con el sentido de recorrido
establecido para el perimetro I';, de AS,,, vale:

A-de (1.39)
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Si las AS,, se toman lo suficientemente pequenas como para considerar que el

rotacional del campo A sea constante sobre ellas, se podra escribir:

1
(VxApmggf Ade
(VxA),AS,~¢ A-de (1.40)
T'n

VxA-AS,a,~¢ A-de

I'n
aproximaciéon que mejora en la medida que los AS,, se hacen cada vez mas pequenos,

en cuyo limite: N — oo.

(2) (b)

Figura 1.10: (a) Superficie abierta para la ilustracién del Teorema de Stokes y (b) detalle

de un par de superficies incrementales contiguas.

Siendo la Ecuacién (1.40) cierta para cada elemento incremental de superficie,

también lo sera para la suma:

N N
Y VxA-AS,~ A-de (1.41)
n=1 n=1 L
donde AS,, = AS,a,. En el proceso de limite, la aproximacion se convierte en una
igualdad:
N N
dm Zlv x A-AS, = lim Zl 3 A-de (1.42)
N—oo "= N—oo "=

Para el miembro de la derecha de la ecuacion (1.42), en particular, se tiene:

N
Jim z:jl - /S (1.43)

N—oo

lim AS,, =ds (1.44)
ASp—0
N—oo
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A]Vg’{gOZlVXA AS, /SVXA-ds (1.45)

Para resolver el limite del miembro de la derecha de la Ecuacién (1.42), nos
basaremos en el hecho de que en el computo de la circulacion de A a lo largo del
contorno I',, en el tramo comin a dos superficies incrementales contiguas —ver
figura 1.10(b)—, la integral de contorno se debe evaluar, para una superficie dada,
digase AS,,, en un sentido, mientras que para la superficie contigua, digase AS,, .1,
en sentido contrario.

Esta situacion reduce la suma de las integrales de contorno sobre los perimetros
I, conn=1,2,..., N, ala suma de las integrales de linea sobre aquellos tramos
que yacen sobre la curva exterior I', siendo I', como sabemos, el contorno que define

la superficie abierta S. Esto es:

lfm 74 A de= 7§A dae (1.46)
ASn—>O n
N—oo "=

Juntando ambos resultados, ecuaciones (1.45) y (1.46), obtenemos el denominado

Teorema de Stokes:

/SVXA-ds:ﬁA~dE (1.47)

1.5.4. Definiciéon alternativa del rotacional de un campo vec-

torial

Una definicion alternativa del rotacional de un campo vectorial es [8]:

1
VxA= lim —7{ a, x A ds (1.48)
Av—0 Av Js(av)

A partir de la definicién alternativa del rotacional de un campo vectorial expre-

sada por la ecuacion (1.48), es posible establecer la siguiente ecuacién:

lim (V x A)Ay; = 7( an; X A; ds;
Si(Av;)

AI/Z'%O
ZAll}ln_lm (V x A),Av, :Z 74 a, i % At s
N (1.49)
All}iIgOZ(V x A);Av; :Z% ) a,; X A; ds;

i=1

/VxAdy:]{ a, x A ds
1% S(V)
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Problema

Dado el campo

a
A:apx—r
r2

donde a,, es un vector unitario arbitrariamente orientado en el espacio puesto en el

origen, calcule V x A apoyandose en la ecuacion (1.49).

1.6. Identidades nulas

1.6.1. Vx(VV)=0

Todo campo vectorial derivado del

gradiente de un campo escalar es irrota- T a ~
. . . . xds s
cional. Esta identidad nula se puede in- o S
. . Z, A 4
terpretar fisicamente teniendo presente /I\
que un campo de gradiente es un campo =0 Y

de lineas abiertas y por tanto no circula Figura 1.11: Superficie abierta S arbitraria

alrededor de ningn punto. y su contorno I' para la comprobacién de la
La lectura en sentido inverso de esta identidad nula V x VV = 0.

identidad dice que todo campo F; irro-

tacional, V x F; = 0, se puede expresar como el gradiente de cierto campo escalar :
F,=-VV.

Comprobacién Dado un contorno cerrado I' arbitrario y una cualquiera de las
superficies tendidas por él, digase S, como se ilustra en la Fig. 1.11, al calcular el
flujo de V x F; a través de S, [¢V x F; - ds, y al aplicar el Teorema de Stokes se

obtiene:
/VXE-ds - 75 _VV . de
S (s

)
- ﬁdv
V(Pf) - V(Pi)

= 0

donde p; ¢ son los puntos inicial y final, los cuales coinciden.
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Problema

. . , P . . .
Dado un campo F, si la integral de linea [p’ F'-d¥€ es independiente del camino
I' de integracion, entonces el mencionado campo se denomina campo conservativo.

Demuestre que si F' = V®, entonces F' es conservativo.

Problema

Dado un campo F' conservativo, obtenga ® a partir de F' tomando en cuenta

b __ 20 _ 2®
que%—Fm,a—y_Fyg_Fz.

Resp.: En la pagina 92 de [1] se ilustra la aplicacién de tres métodos para
resolver este problema. El mas elegante consiste en seleccionar una poligonal entre
los puntos Py(xg, Yo, 20) vy P(z,y, z) e integrar a F' a lo largo de los tramos paralelos

a los ejes coordenados para obtener
O(z,y,2) — Py = /TF-dE
To
_ /xedx+/yFydy+/zedz
xo Yo 20
Ejemplo

1. Dado el campo F' = a, + 2ya,

a) calcule ¢ F -df (Fig. 1.12),

b) si F fuera de la forma F = V&, calcule ®(x,y,2), a menos de una
constante.

z
A

3+
Iy
e

1. 3
e O — e ‘y

Figura 1.12: Contorno I'; para el caculo de . F'-de .

Solucion
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1. Antes de embarcarnos en el calculo de la integral de linea verificaremos que el

campo no circule. Para ello tomaremos el rotacional del campo

0 0 0
VxF = (Za,+ —a,+— 2
X (81:&1 + 8yay+ azaz> X (ag + 2ya,)

= 0
lo cual comprueba que el campo no rota.

a) Empleando el Teorema de Stokes se obtiene que ¢ F' - d€ = 0, sin nece-

sidad de integrar propiamente.
b) Efectivamente, como V x F' = 0, se podra escribir F' = V&
0P 0P 0P

F=— x a_ a_ Wz
a:Ca, + 8yay+ 8za

de modo que, por comparacion, se deduce que: g—gj =1y ‘g—q; = 2y. De
esta forma

(z,9,2) z OO v 0P

/ Fa = [ L "Ly
(0,0,0) 0o Ox 0o Oy
= x-+ y2

y por tanto

O(z,y)=x+y*+C

1.6.2. V-(VxJ)=0

Todo campo vectorial derivado del rotacional de otro campo vectorial es sole-
noidal. Esta identidad nula se puede interpretar fisicamente teniendo presente que
un campo de rotacional® es un campo de lineas cerradas y por tanto no diverge de
ningtn punto.

La lectura en sentido inverso de esta identidad dice que todo campo F solenoidal,
V - F, = 0, se puede expresar como el rotacional de cierto campo vectorial : F, =
V x J.

Comprobacién

Para comprobar esta identidad podemos postular que Fy = V x J y tomar la
integral de volumen de la divergencia de Fy, en el volumen encerrado por la superficie

arbitraria S que se muestra en la Fig. 1.13(a).

3Esto es: que se obtiene como rotacional de otro campo vectorial.
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dst S r Ads St
/ Sz
I):-[\z ~ t:-“:‘\‘
| (]
z z 4—d_s ;
PN A" s
T O Y T 0O Yy
(a) Superficie cerrada S arbitra- (b) Divisién de S en dos super-
ria. ficies abiertas S = S1 + Sa.

Figura 1.13: Superficie S cerrada arbitraria para la comprobacién de la identidad V -
VxA=0.

Aplicando el Teorema de la Divergencia, esta integral se la puede convertir en
una integral de superficie: [, V- Fydv = jgs(v) F -ds. Como la superficie cerrada S
puede ser dividida en dos superficies abiertas S; y Ss, de respectivos contornos I'y y
[y, tal que S = S; + 53 como se muestra en la Fig. 1.13(b), de la misma manera, la
integral de flujo se puede expandir en la suma de los flujos parciales a través de tales
superficies 51y Sa: §g) Fs - ds = [, Fs - ds + [g, Fs - ds. Aplicando el Terorema

de Stokes a cada una de estas integrales se obtiene

/V-Fsdu Jodetf -ae
1%

Iy

donde, tomando en cuenta el sentido en que deben ser recorridos los caminos I'; y
[’y -ver Fig. 1.13(b)-, se comprueba que ¢ J -d€ = — ¢ J - dL. Por lo anterior
sigue que [, V- Fsdrv = 0. Y como esto es cierto para cualquier volumen, sigue que

V-(VxJ)=0.

1.7. Condiciones de borde

En la superficie de separacion de dos regiones en las que, por razones vinculadas
a las distintas propiedades fisicas de los medios que llenan tales regiones, cierto
campo manifiesta un cambio discreto, el campo estd obligado a cumplir ciertas
condiciones, las cuales se derivan de su estructura (especificada mediante su V- y su

V%), denominadas condiciones de borde.

Sea A tal campo, y sea h el espesor alrededor de la superficie de contacto entre
las dos regiones en el que las propiedades fisicas de los dos medios cambian de un

valor dado en la regién 1, a otro valor en la region 2. Las mencionadas condiciones
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de borde se expresan de la forma:

a, X (Az — Al) = }L%T%)(hv X A)

ay - (A2 — Ay) = lm(hV - A)

donde a,, va del medio 1 al medio 2.

Ya que V x A y V- A representan las densidades en un volumen de las fuen-
tes vectoriales y escalares de A, respectivamente, los limites limj,_,o(AV x A) y
lim;,_o(hV - A), los cuales implican la contraccién del volumen a una superficie,

vienen a representar las densidades sobre esta superficie de tales fuentes.

1.8. Teorema de HELMHOLTZ

El Teorema de HELMHOLTZ establece que el conocimiento de las fuentes del
campo implica el conocimiento del campo y se le suele enunciar, en general, de dos
formas: para problemas de dominio abierto y para problemas de dominio cerrado.
Los problemas de dominio abierto —ver Fig. 1.14(a)— involucran todo el espacio y
presuponen la inexistencia de fuentes del campo en el infinito. En los problemas
de dominio cerrado —ver Fig. 5.3— nos interesa conocer el campo en una regiéon
determinada delimitada por una superficie exterior, existiendo un gran espacio entre
esta superficie y el infinito de la que no se posee informacién. En esta clase de
problemas, ademas de las fuentes primarias del campo en la region de interés, se
requiere de las componentes tangencial y normal del campo sobre la superficie que
delimita la region de estudio. Estas componentes del campo se comportan como unas
fuentes distribuidas superficiales equivalentes, las cuales modelan las fuentes reales
del campo que quedan fuera de la region de estudio. En la Figura 1.14 se ilustran

ambos escenarios.

1.8.1. Dominios abiertos

Un campo vectorial F' descrito por su divergencia V - F' y su rotacional V x F',

como se ilustra en la Fig. 1.14(a), tal que no posea fuentes en el infinito, esto es:
[V-F], =0 (1.50)

[VxF]_=0 (1.51)
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(a) Problema de domino abierto

(b) Problema de dominio cerrado.

Figura 1.14: Escenarios para el enunciado del Teorema de HELMHOLTZ. En ambos

escenarios supondremos que las fuentes primarias del campo se distribuyen en un volumen

V"’ en los «predios» del observador. 1.14(a): La regién de interés es todo el espacio y se

presupone que no existan fuentes del campo en el infinito. 5.3: La region de interés llena

un volumen V; delimitado por la superficie S; 5, la cual hace de frontera con el espacio

exterior (volumen V3).

se lo puede expresar como la suma de una componente irrotacional y una componente

solenoidal(*):
F=-V¢p+VxA
donde: v.F
1 )
— [ =X a4
¢ vidr R v
A= LVxF dv/
vidr R
Demostracion

Para comprobar el Teorema de HELMHOLTZ ponemos:

F=F,+F,
tal que:

VE = Pv

VxF, = 0

(1.52)

(1.53)

(1.54)

(1.55)

(1.56)
(1.57)

4Las condiciones (1.50) y (1.51) implican la suposicién de no existencia de fuentes del campo

en el infinito.
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V-F, = 0 (1.58)
VxF, = J (1.59)

donde J =V x Fyp,=V-F.

Estudio de la componente irrotacional F; del campo. De acuerdo a la Ec.

(1.57), se puede escribir:
F,=-V¢ (1.60)

que al sustituir en la Ec. (1.56) se obtiene:

V- (Vo) =—p, (1.61)
6
Vi = —p, (1.62)
La solucién de la Ec. (1.62), conocida como ecuacién de POISSON, se puede hallar
determinando la forma del operador inverso de V?: ¢ = —(V?)71p,, o sea:
(=p)==>| (V)7 |-=>¢

donde hemos puesto como entrada del sistema o excitacion, la funcién densidad
volumétrica de fuentes escalares p,, y como salida la funcién potencial escalar ¢. El

operador (V?)~! tendra la forma de una integral de convolucién:

o(r) = | Glr.r)=p,(r') av/ (1.63)

y su nticleo G(r, r’), denominado funcién de GREEN, ser4 la respuesta impulsiva del

sistema:

Sz —2Vo(y—y)o(z—2)——=>| (V>)! |——>G(r,7)

Esto es: la funcién G(r,7’) en el integral de la Ec. (1.63) es a su vez la solucién

de espacio libre de la ecuacion:
V2G(r, 1) = §(x — 2')o(y — y)d(z — ) (1.64)
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donde §(x — 2')d(y — y')d(z — 2') es una excitacion espacial impulsiva(®) localizada

en r’ = 2'a, + y'a, + 7'a., la cual se define de la manera siguiente:

0(x —a2)o(y —y)o(z—2) =0,  V(z,y,2) # (¢, 7) (1.65)

tal que:

/ / / (z,y,2)0(x — 2")0(y —y")o(z — =) = ¢(a', ¢/, ') (1.66)

Mientras §(z — 2')d(y — v')d(z — 2’) representa, como se ha dicho, una fuente
puntual colocada en ', G(7, r’) representa el potencial producido por dicha fuente
en el punto r, con r # r’.

La Ecuacién (1.64) se puede resolver teniendo presente que, al tratarse de una

fuente puntual, el problema tiene simetria esférica, y la Ec. (1.64) asume la forma:

1 0 OG(r,r")

— R = f(R 1.67
R?20R l OR ] f(F) (1.67)
donde R = r — 7/, y f(R) es la funcién impulsiva en el sistema de coordenadas
esféricas, esto es:

En efecto, al integrar en todo el espacio, definiendo las variables 6 y ¢ a partir del

(1.68)

«origen excéntrico» r’ sera:

2w /
/R / / 47T R2 T )R2 sin #dfdpdR = ¢(r') (1.69)

De este modo la Ec. (1.67) se puede escribir:

1 0 | ,0G(r,r") 1 6(r—17")
== 7 1.
R?OR [ OR ] 4 R? (1.70)
que para r # r’, da lugar a la ecuacién:
1 0 | ,0G(r,r")
- D SRR 1.71
o | =0 0
La solucién de la Ec. (1.71) es
, A
Gr,r')=—5+B (1.72)

Los valores de las constantes A y B se pueden determinar:

56(z — 2")6(y — y')d(2 — 2’) corresponde a una fuente escalar puntual del campo.
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(i) Dado que

}%im G(r,r") =0 (1.73)
sigue que B = 0.
(ii) Dado que:
/ V() dy = 1 (1.74)
1%
sigue que .
— A/ V2 (—) dv =1 (1.75)
v R

y tomando en cuenta que V2(%) =V [V(%)} y que V(%) = — %8, sigue que

—A/vv-lv(%ﬂdu:l (1.76)

A/VV- (%) dv=1 (1.77)

Al tomar una superficie esférica con centro en r’ y al aplicar el Teorema de la

divergencia se obtiene:

2 T ag 9 .

A/ / — - R*sinfdfdpar = 1 (1.78)
o Jo R?

27w
A/ /sin@d@dgp — 1 (1.79)

o Jo

4
y
A= L (1.80)
 A4r ’

De este modo obtenemos:

) 11

y finalmente la solucién para ¢(r), al sustituir la Ec. (1.81) en la Ec. (1.63),

es:

o(r) = ﬁ /V p”g/) v’ (1.82)

Estudio de la componente solenoidal F; del campo. De acuerdo a la Ec.
(1.58), se puede escribir:
F,=VxA (1.83)

que al sustituir en la Ec. (1.59), se obtiene
Vx(VxA)=J (1.84)
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V(V-A)-V*A=J (1.85)

Si asumimos que V - A = 0(%), la Ec. (1.85) asume la forma:
VA =—J (1.86)

que en coordenadas Cartesianas da lugar a tres ecuaciones escalares:

VA, = —J,
VA, = —J, (1.87)
VA, = —J,

Ya que las Ecs (1.87) tienen la misma forma de la Ec. (1.62), las soluciones de

las primeras tendran igualmente la misma forma de la soluciéon de la segunda:

A
1 Jy(r') |,
4, = o | A (1.89)
1 L)
A - L 1.
. = /V v (1.90)

De este modo la solucién de la Ec. (1.86) es:

1 Jr) -,
— E/‘/Tdu (1.91)

En particular, sustituyendo las expresiones de las Ecs. (1.82) y (11.119) en la Ec.
(1.52) se obtiene:

F=-V li/v p”gl) dy'] +V x l%/v Jg') dz/] (1.92)
¢

A

si se sustituyen en esta ecuacién, las expresiones dadas en las Ecs. (1.56) y (1.59),

se obtiene la siguiente ecuacién equivalente:

L [ VxXF dz/] (1.93)

1 [V.-F _,
F——V[E/V—R du]JerlEV .
¢

A

Otra forma equivalente de la Ec. (7.11) se obtiene de la siguiente manera:

6Luego se comprobara que la solucién para A que se obtiene efectivamente satisface V- A =0
"Utilizando las identidades vectoriales: V(¢)) = ¢V + Ve y V x (pA) = ¢V x A+ Vp x A
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F--v [ﬁ/vp”g,) dy’] 1V x [ﬁ/v Jg/) dy’]

¢ A
_ 1 pe(r) ] S
_47T/VV[R du+47r/VV>< |
- 1 py('I“/) / 1 ’ ar /
R aRdl/+47T/vJ('r)><R2d1/
F; Fy

1.8.2. Dominios cerrados

(1.94)

En los problemas de dominio cerrado, como el que se muestra en la Fig. 5.3 en

la pag. 83, el campo F' aun se podra descomponer en la suma de una componente

irrotacional y una componente solenoidal segiin la Ec. (1.52), solo que la funcio-

nes potenciales se han de modificar para tener en cuenta las densidades de fuentes

superficiales equivalentes sobre la superficie exterior S; » de la regién de estudio:

1 V- F 1 F-a
- —d /o _% n d /
(b 47 Jvr R v 47 S1,2 R °
1 VxF 1 F xa
A= [ = v + — 74 " ds'
vir R vt 4w Jsi. R ’
1.9. Problemas propuestos
o r
S \jn
V4
a"n,J
vy v
(a) Curva I (b) Superficie S cerrada

Figura 1.15: Figuras de interés del Problema 1.

1. Dado el campo A = %(ap + a,), calcule

a) Las fuentes vectoriales enlazadas por I' ~Fig. 1.15(a)—.
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b) Las fuentes escalares contenidas en S —Fig. 1.15(b)-.

2. Dado el campo F' definido por Vx F =J y V- F =0, y dada la superficie
S1+4S3 que se ilustra en la Fig. 1.3(a), compruebe que | fg F-ds|—| [, F-ds| =
0.

3. Dado el campo F' definido por Vx F =0y V- F = p,, y dado el contorno
I' = I'y + I'y que se ilustra en la Fig 1.16(a), compruebe que | [, F' - d€| —
| Jp, F - d€] = 0.

...................... I, ,€1
.,"‘ a

z Fl VA
(a) Curval' =T"1 4+ I's. (b) Superficie cerrada S1 + S2

Figura 1.16: Figuras de interés de los Problemas 2 y 3.
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Capitulo 2

Campo Electrostatico

2.1. Ley de COULOMB

CouLOMB establecié experimentalmente que sobre dos cargas eléctricas pun-
tuales q1 y o, separadas un distancia R, actia una fuerza F', la cual se denomina
fuerza electrostatica, que es proporcional al producto de las cargas e inversamente

proporcional al cuadrado de la distancia:

4142
F x 2 (2.1)
Si g1 v ¢ son de polaridad opuesta, la fuerza es de
atraccion, y si q; v ¢ son de la misma polaridad, la ‘ far ’
fuerza es de repulsion. Ademas, la fuerza es colineal
con el vector que une las dos cargas. Vectorialmente se i 7'2
escribe (figura 2.1): ‘ /
|‘O
_ . N2
Fa =k R3, Gz (2.2) Figura 2.1: Dos cargas pun-

donde Ra1 = 75 — 71 v apy, = Ro1/Ror. tuales separadas una distan-

En el sistema internacional SI de medidas, la cons- ¢'@ Ry
tante de proporcional k. tiene un valor numérico de 9 x 10? y se suele expresar como
k. = 1/4meq, donde g es otra constante denominada permitividad eléctrica del vacio

la cual posee unidades de [Faradios/m]-

2.2. Campo electrostatico

La Ecuacién (2.2) no contempla la dependencia temporal de la fuerza electrosta-

tica, de modo que no se puede deducir de ella como transcurre la interaccion entre las
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cargas desde el momento inicial en el que las cargas son colocadas en sus respectivas
posiciones fijas. En su época, COULOMB no sabia que estaba proponiendo una ley
que solo describe el régimen permanente de la interaccion entre cargas que perma-
necen quietas por un tiempo oportunamente extenso. La ley de COULOMB implica
lo que se suele convenir una acciéon a distancia, una suerte de interacciéon «mégica»
que se propaga a una velocidad infinita. Claramente esto no es cierto. Hoy dia se
conviene en aceptar que cada carga impregna su entorno de cierta propiedad que
convencionalmente se denomina «campo eléctrico», el cual lo llena todo. El campo
eléctrico es el mediador de la interaccion con el resto de las cargas del universo. Si la
carga cambia de estado, acelerandose, las variaciones imprimidas al campo eléctrico
se propagan desde la carga hacia el infinito a la velocidad de la luz. Solo cuando las
variaciones del campo hayan cesado, sea porque la carga se ha aquietado o porque
ha alcanzado una velocidad rectilinea uniforme, y las variaciones asociadas hayan
recorrido todo el espacio, el campo vuelve a ser «electrostatico». Por esta razon,
para apreciar en todos los puntos del espacio un campo electrostatico a partir de la
conformacion de cierta agrupacion de cargas quietas, habria que esperar un tiempo
infinito, a menos que solo se tomara en consideraciéon una region limitada alrededor
de la agrupacion, en cuyo caso el campo se podria apreciar como electrostatico en
un tiempo aceptable.

Para medir el campo eléctrico producido por una carga puntual ¢ fija se debera
introducir en los predios de ¢ una carga de prueba @) suficientemente pequena como
para no perturbar el campo de la carga fija, medir la fuerza sobre ), y dividir la

fuerza por el valor de (). Matematicamente escribiremos

, F

Con base en la Ec. (2.2) y la definicién dada mediante la Ec. (2.3), una carga puntual

puesta en 7’ produce en r un campo electrostatico dado por:

qg 7r—r
=4 =T 2.4
Ameg |r — r']? 24)

El vector 7’ es el vector de posicién del punto fuente y el vector r es el vector
de posiciéon del punto de observacion.

Si se admite el caracter lineal del espacio libre y se postula, artificialmente,
que sea posible agrupar cualquier cantidad de cargas de una misma polaridad en
una region del espacio, y que éstas puedan permanecer quietas en sus respectivas

posiciones a pesar de la accion repulsiva del campo que ellas mismas producen, la
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Ec. 2.4 se puede generalizar para describir el campo que producen N cargas discretas
fijas en el espacio o infinitas cargas infinitesimales distribuidas formando una linea,
una superficie o un volumen, igualmente suspendidas en el vacio. En la Fig. 2.2 se

ilustran las diferentes distribuciones idealizadas de carga eléctrica.

. ‘ . ‘ ﬂ( (T, ’ ‘

(a) Puntual (b) N cargas puntua- ) lineal (d) Superficial ) Volumétrica
les

Figura 2.2: Diferentes distribuciones idealizadas de carga eléctrica.

La expresion del campo eléctrico para las distintas distribuciones de carga ilus-

tradas en la Fig. 2.2 se resumen en el Cuadro 2.1.

Cuadro 2.1: Expresién del campo electrostatico para las distintas distribuciones de carga
ilustradas en la Fig. 2.2. En las expresiones de los campos R,, = r—7r,, ag, = R,/R,,
R=r—-7r"yar=R/R.

Distribucién Campo Eléctrico

Una carga puntual E(r) = 47350 FEOR

N cargas puntuales E(r)= 47r€0 SN g a}f;
Distribucion lineal | E(r) = ﬁ Jor pe(r’) 55 A
Distribucién superficial | E(r) = ﬁ Jor ps(r') 55 ds’

Distribucién volumétrica | E(r) = ﬁ Sy po(r') 5B dv/

La solucion del campo eléctrico mediante la integracién de las distribuciones de
carga es, en general, impracticable. Solo para unas cuantas distribuciones altamente

simétricas tales integrales tienen una solucion cerrada.
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Ejemplos

Cuando la integracién de las cargas para determinar el campo es posible, el
trabajo matematico se facilita si se descubre, anticipadamente, el sistema de coorde-
nadas en el cual la expresion buscada del campo resulta mas simple. Dicho sistema
de coordenadas se denominara «natural» para ese campo y le conferira el nombre a
la simetria del problema. Por ejemplo, el campo producido por una linea infinita de
cargas, distribuidas uniformemente, se expresara de manera natural en un sistema
de coordenadas cilindricas, y por ende diremos que dicho problema presenta simetria

cilindrica.

Linea de carga infinita y uniforme

El campo producido por una distribucion de carga a lo largo de una linea infinita

con una densidad lineal uniforme de p, [C/m] vale E = 5%“—: Este resultado se
r—1’_ d¢ para los puntos de un

|r—r’|3

obtiene al resolver la integral E(r) = ﬁ S pe(r)

plano cualquiera transversal a la distribucién y poniendo la distribucion coincidente

— ped?! _pap,—2'as
T Adrweg (p2+z/2)3/2’

con el eje z. Sobre dicho plano el diferencial de campo vale dE

como la componente en a, se cancela, resulta

o0 dz' a
E(p) Pe / P P

B 471'80 —00 (p2 + 2/2)%

_ope 2 >

= dmeg p (W>_m @
_ P G

T 21y p

Plano infinito y uniforme

El campo producido por una distribuciéon de carga en un plano infinito con
una densidad superficial uniforme de ps [C/m?] vale E = 3=ay, siendo a, un

vector unitario normal al plano. Este resultado se obtiene al resolver la integral

E(r) = ﬁ Jsr ps(r") |:::',\3 ds’ para los puntos de un eje cualquiera perpendicular a

la distribucién y poniendo la distribuciéon coincidente con el plano z = 0. Sobre la

_ pspldpldy! 7p’a;+zaz
4d7eg (p’2+z2)3/2 )

porcion positiva de dicho eje el diferencial de campo vale dE
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como la componente en a, se cancela, resulta

FE =

z

Ps /2” o plzdp’dy’
4meg Jo  Jo (p/2+z2)%

= —Z\| —YF/— a.,
250 /pIZ +ZZ 0
260 i

2.2.1. Divergencia del campo electrostatico

Calcularemos la divergencia del campo electrostatico basandonos en la expresién

general del campo E = ﬁ Sy po (') AV

1 a
V-E:V~[ /,pu(r’)R—};dy/

47'('60

(2) (b)

Figura 2.3: Representacién grafica de la distribucién volumétrica de carga y el punto
de observacién. En 10.1(a) se muestra un punto fuera de la distribucién. En 2.3(b)
se muestra un punto dentro de la distribucién, aislado del resto de los puntos fuentes

mediante un volumen V.

Tomando en cuenta que el operador divergencia opera sobre las variables no

primadas se puede ingresar dentro de la integral:

1 ar
E: . / Y / v /:|
v v Lmo P

1 ’ apr /
1oy o9 (55)

y como:

V'<a_§>: 0 r#r
R Aré(r—71") r=1r'

resultando que para cualquier punto fuera de la distribucién —ver Fig. 10.1(a)- la

divergencia del campo electrostatico es nula, lo cual era de esperarse ya que las
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fuentes escalares del campo electrostatico son las propias cargas eléctricas. En el
interior de la distribucién —ver Fig. 2.3(b)—, para el ciculo de V - E, procederemos a
aislar el punto de observaciéon y a dividir la integral en dos partes: una parte sobre el
volumen de la distribuciéon menos el punto de observacion considerado, y otra parte
sobre el propio punto de observacion. Llamando el volumen del punto de observacion
V,, y siendo éste en principio de forma esférica, de radio o, tal que o tienda a cero

a partir de un valor inicialmente ya pequeno, se tiene:
1 ar 1 apr
el i () i e (3w
drteg Jvi—v, pr(r) r2) + dmeg Jv, pu(r’) r2) Y

en la primera de las integrales, r’ se paseard solo por los puntos de V — V, por lo

que r #1 y V- (agr/R?) = 0, mientras que en la segunda de las integrales, p, se
comportara como una constante, en particular asumira el valor que le corresponde

en el punto de observacion 7’ = r, y alli V- (ar/R?) = 47d(r — '), de tal suerte que

se obtiene:
1 ar 1 apr
B =g 0 (F) g [ o)V ()
v 47eg v-v[,p (r) v R? v +47%:0 vawv R? v
0 pu(r) 4ré(r—r')
0 puv(r)dm

€0

2.2.2. Rotacional del campo electrostatico

El rotacional del campo electrostatico se puede calcular tomando el rotacional
de la expresion general del campo eléctrico B = ﬁ Jyr pu(r")E% AV, ingresando el
operado VX al interior de la integral y resolviendo el rotacional de 2.

Facilmente se puede comprobar que

01 il_w—x’

or R 0r R R?

y por tanto
1 ;1 ay
VRTVETR®
resultando V x (V%) = 0, y de esta manera
VxE=0 (2.6)

2.2.3. Ecuaciones de MAXWELL para el campo electrostatico

Juntando los resultados anteriores, Ecs. (8.22) y (2.6), se obtienen las denomi-

nadas Ecuaciones de  MAXWELL para el Campo Electrostatico:
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V- E="2 (2.7)

VxE=0 (2.8)

2.3. Ley de GAUSS

Dada una distribucién volumétrica de carga p, ('), distribuida en un volumen V",
se desea conocer el valor del flujo de su campo eléctrico E a través de cierta superficie
cerrada S, cuyo volumen interior V' contiene una fraccion AV de V' (AV =V NV'),

tal y como se muestra en la Fig. 2.4.

Figura 2.4: Cierta distribucién de carga p, (7’) se distribuye en el volumen V"’ produciendo
un campo eléctrico E. Se desea calcular el flujo de este campo a través de un superficie
cerrada S, cuyo interior contiene una porcién AV =V NV’ del volumen V’. El punto
r, € AV. El punto 7] € V' — AV La Carga ) «atrapada» en el interior de S coincide
con la contenida en AV: Q = [ry pu(r’) dV/

El flujo del campo eléctrico vale

@E:fﬂd
s g S
1 N a
A _Tdf}.d
fés[zlm/wp(r)m v|as
b [ ey § % - dsav (2.9)
 Age V"OV s R2 ’

donde la cantidad subintegral ar/R? - ds se conoce como diferencial de dngulo
solido.
En efecto, el angulo sélido subtendido desde el punto fuente ' por la superficie

ds con centro en el punto de observacion r vale:

A0 =2 . ds (2.10)



Se observa que los puntos de la distribuciéon que se encuentran en el volumen comutn
AV =V NV’ eg. ryenla Fig. 2.4, subtienden un diferencial de angulo sélido que
se mantiene de un solo signo mientras la superficie S es recorrida en el proceso de
integracion del flujo, e.g. dss en la Fig. 2.4 barre un dngulo sélido siempre positivo,
o siempre negativo, que se contabiliza una sola vez. Por otro lado, al recorrer la
misma superficie desde los puntos restantes de V', externos a 5, e.g. 7, cada angulo
solido ha de contabilizarse por partida doble, una vez con un signo y otra vez con

signo contrario (e.g. al pasar por ds; y —ds; en la Fig. 2.4). De aqui sigue:

1
f E -ds=-— p,,(r’)f dQdy/
s v s

4me
1 , 1
- , dQd/ —/ V’fde’
47re/vf—Avp<T)7i* y+47r5 AVp<T) S v
1 / Q
- Qdv/' == (211
4%5/Avpy<r) Sd dv € ( )

donde @ es la carga encerrada por S, o, lo que es lo mismo, la contenida en AV

Q= Jay pu(r")dv.
La Ley deGAUSS se la puede obtener, también, a partir de la integracion en un

volumen de la Ec. (2.7) mediante la aplicacién del teorema de la Divergencia

V'Edl/:i/p,,dl/
1%

1% o
E -ds= Q
S(V) €0

donde ) es la carga contenida en V. Por esta razén, la Ec. (2.7) se conoce como
Ley de GAUSS puntual o diferencial y la Ec. (2.11) como Ley de GAUSS en forma

integral.

2.3.1. Utilizacién de la Ley de GAUSS para la resolucion del

campo eléctrico

En algunos casos de elevada simetria de la distribucién de cargas es posible
resolver facilmente el campo eléctrico usando la Ley de (GAUSS en forma integral.
Para ello es necesario poder inferir a priori la estructura del campo en un sistema
de coordenadas en el cual dicha estructura quede plasmada de manera natural. Si,
inferida la estructura del campo, resulta posible concebir una superficie cerrada
especial Sg, de modo que el campo eléctrico sea en cierta porciéon de Sg normal
y uniforme, y en el resto de Sg simplemente tangente, entonces la componente

perpendicular | se podra factorizar de la integral de flujo y se la podra calcular
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como la razon de la carga contenida en el interior de Sg al drea de la porciéon de Sg

normal al campo E pesada por %:

1 @ contenida en el interior de Sg
E =—— — (2.12)
g9 area de la porcién de Sg LE

Ejemplo

Se desea calcular el campo eléctrico producido por la distribucion de cargas
p, = 22% [nC/m?].

Sol.: después de pensarlo un poco nos podemos convencer de que el campo
eléctrico producido por esta distribuciéon de cargas debera tener la estructura E =
E.(z)a,. Evidentemente, un cubo centrado en el origen y con sus caras paralelas a
los planos coordenados, de aristas de longitud unitaria en las direcciones de los ejes
Yy 2,y de arista que se extiende desde —x a x en la direccion del eje x puede servir

a nuestros propositos para resolver E,(+x) segin la Ec. (2.12) como
1 1
3 (2

1
E.(z) = = / / 272drdydz
12
= ggzp % [V /m]

a, [nV/m).

de tal suerte que el campo eléctrico vale E = %%

2.4. Potencial electrostatico

En virtud de las Ecuaciones (2.7) y (2.8), el campo electrostatico se puede es-
cribir como E = —VV, donde V' = V(r) es una funciéon auxiliar o potencial que
se conviene en llamar funcién potencial eléctrico, o simplemente potencial eléctri-
co. Esta funcién potencial, de acuerdo al teorema de Helmholtz, tiene la siguiente

apariencia:

1 - E
V(r)z—/lﬁidu’

A Jvr |r — 7’|
1 pu(r’) o
= d 2.13
dmeg Jvr R v ( )

donde R = |r —7/|.

i Tiene el potencial eléctrico algtn sentido fisico?

Pues si. Para visualizar el sentido fisico del potencial eléctrico, procederemos

primero a calcular el potencial eléctrico producido por una carga puntual ¢. Un
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carga puntual en 7’ se puede representar como una distribucién volumétrica de la

forma: p,(r’') = qo(r — r’), que al sustituir en la Ec. (2.13) nos permite obtener:

1 pl’<r,> d /

14

V(’l") B 471'80 %4 R

1 qé(r — ')
dweg v e — ]
_a 1

dmeg | — 1|

dv/

(2.14)

Poniendo la carga ¢, por comodidad, més bien en el origen, la Ec. (2.14) da lugar

a la expresion:

vy =11

= 2.15
dregr ( )

Esta carga puntual produce, como sabemos, un campo electrostatico que viene

dado por:

E=-VV
qg 1
v (%
dmeg r
q 1
-z ()
4dmeg r
9 ay
 Admeg 12

(2.16)

Procuremos ahora mover una segunda carga () desde un punto 7rs hasta un
segundo punto r1, con 7, > rq, asumiendo que la Unica fuerza a vencer sea la fuerza
Coulombiana que produce el campo electrostatico de ¢ sobre @. El trabajo W que
hay realizar vale W = [ F - df, donde F = —QE, y E es el campo dado por la
Ec. (2.16) . Este trabajo vale:

W=-—0/[ E-de

T2
T1

=-Q 47:_180 % - (dra, + rdfag + rsin fdya,,)
T2

Qq [ dr

47T€0 T2 T2

—-Qq<l-i> (2.17)

471'80 T1 T2

Si en la Ecuacion (2.17) la carga @) se traslada al primer miembro se obtiene:

w q 1 1
— = e 2.18
Q 471'80 (Tl 7’2> ( )
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que es el trabajo por unidad de carga que es necesario realizar, en contra del cam-
po eléctrico producido por ¢, para mover cualquier carga desde re hasta ;. En

particular, si el punto ro se colocara en el infinito, la Ec. (2.18) asumiria la forma:

W 1
= =1 (2.19)
Q — 47T€0 ™
Facilmente se comprueba que —ver la Ec. (2.15)—
W
— =Vir
Q. . (r1)

A la luz de lo anterior, el potencial eléctrico en un punto 7 cualquiera del espacio
se puede interpretar como el trabajo por unidad de carga que es necesario realizar
en contra del campo eléctrico', para mover cualquier carga desde el infinito hasta
r. De esta forma, la Ec. (2.18) es la diferencia de los potenciales eléctricos en los

puntos 71,2, o simplemente la diferencia de potencial entre tales puntos:

W _ _a <i i)
Q—47T€0 T1 T2

=V(r1) = V(r2)

De aqui sigue que:

- / E-d6=V(r)—V(rs) (2:20)

Problema

Dado el campo electrostatico £ = K %“, calcule el trabajo necesario para traer
una carga () hasta p desde el infinito si se sabe de antemano que el trabajo necesario

para traer (desde el infinito también) una unidad de carga hasta pg, con p < pg, vale

1 [CxV].

Resp.: W = Q[K In(py/p) + 1].

2.5. Medios materiales inmersos en un campo elec-

trostatico

Hasta ahora hemos estudiado el campo electrostatico producido por cargas eléc-

tricas «suspendidas» en el vacio. Queremos a partir de este punto comprender y

IEn el caso de estudio el campo eléctrico considerado es producido por una carga puntual
q, pero los resultados obtenidos bien valen para un campo eléctrico genérico producido por una

distribucién arbitraria de cargas.
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caracterizar en términos tanto cualitativos como cuantitativos la interacciéon entre
el campo electrostatico y algunos tipos de medios materiales. Nos ocuparemos de
revisar este asunto para dos tipos de materiales ampliamente usados en la ingenieria

eléctrica: los conductores y los dieléctricos.

2.5.1. Conductores

En un medio conductor «perfecto», normalmente abreviado PEC —por su nombre
en inglés perfect electric conductor—, la capa de conduccion se encuentra idealmente
conectada a la capa de valencia y los electrones de esta ultima capa, mediante una
aportacion de energia eléctrica externa nula, pueden «saltar» a la capa de conduccion
y moverse alli libremente, a lo largo y ancho del material. En un conductor real este
salto entre capas la realizan los electrones de valencia absorbiendo una pequena
cantidad de energia del campo eléctrico externo. Al estudiar varios materiales, en
la medida en que la energia eléctrica externa necesaria para producir el salto de
electrones de valencia a la capa de conduccién se incrementa, tales medios deberan
considerarse como peores conductores. Cuando la energia eléctrica externa requerida
para producir el salto se hace infinita el material es un medio dieléctrico perfecto.

Ahora nos centraremos en describir cualitativamente los buenos conductores, los
cuales asumiremos como ideales. En un conductor (ideal), sea que en él se depositen
cargas libres en exceso desde el exterior (conductor cargado), o que, poseyendo una
carga eléctrica nula (conductor descargado) se le exponga a un campo eléctrico

externo, se cumple:

= Las cargas en exceso en el interior, o parte de sus propias cargas, se ponen
en movimiento debido a la acciéon del propio campo, o del campo externo,
respectivamente, y terminan distribuyéndose sobre la superficie Una vez que ha
cesado todo movimiento se dice que se ha alcanzado el equilibrio electrostatico

y el interior del conductor queda libre de cargas —en exceso—: p, = 0.

= Alcanzado el equilibrio electrostatico el campo eléctrico resultante en el interior
es nulo (E = 0) y por tanto el conductor presenta el mismo potencial en todos
sus puntos.

Condiciones en la frontera entre un conductor y el vacio

Asumamos que cierto campo Eg actia en el vacio —ver Fig. 2.5(a)— y que luego

incorporamos cierto conductor neutro en el escenario. Esperamos que transcurra el
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transitorio de redistribucién de la carga en el conductor y que haya cesado todo

movimiento.
...... 7 T » 4 2 ol 4
EO _______ v
,,,,,,,,,,,,,,,,,, p
——————————————— 4
(a) Campo electrostatico actuando en el vacio. (b) Campo electrostatico actuando en el vacio

en presencia de un cuerpo conductor.

Figura 2.5: Interaccién del campo electrostatico Ey con un medio conductor.

En ese momento se habra alcanzado el equilibrio electrostatico y cierta carga
aparecera distribuida sobre la superficie del conductor en forma de una p,. Esta
ps inducird un campo E° que se superpondra a FEy dando lugar a un campo E
resultante en el vacio y a un campo nulo en el interior del conductor —ver Fig. 2.5(b)—
. En la superficie de separacion entre el vacio y el conductor el campo electrostatico
esta obligado a satisfacer la condiciones de borde que se derivan de las ecuaciones
VXxE=0yV- -E = Z—(”). Tomando en cuenta que el campo en el interior del

conductor es nulo seré:

a, xE =0
an~E:&
€0

2.5.2. Dipolo eléctrico

Un dipolo eléctrico se puede definir a partir de un sistema de dos cargas de
igual magnitud, pero de signo contrario, separadas una distancia 6¢ (ver Fig. 2.6),
haciendo disminuir esta distancia en la medida que se hace crecer el valor las cargas
de tal suerte que el producto ¢dé¢ se mantenga constante [6].

Esta idea abstracta se corresponde con la idea fisica de observar el par de cargas
desde una distancia muy grande en comparacién con la distancia ¢, desde donde
el sistema discreto tiene la apariencia de un sistema puntual en el cual el campo de

una carga no anula, sin embargo, el campo de la otra.
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El potencial en r producido por el sistema de cargas

que se muestra en la Fig. 2.6 vale :

Vir) =1 ( ! ! ,|> (2.21)

e r—7' —686 |r—r

Expresando la distancia |r — " — §£| como |r — v’ —
80|=[|r — v'|2 + 602 — 2(r — 7') - 4], y despreciando el Figura 2.6: Dipolo eléc-
término 0% en comparacién con las cantidades |r — /|2 y  trico.
2(r—r')-6¢, la raiz cuadrada se la puede resolver mediante

la siguiente expansién binomial

N

2r — 1) - 8]
r—r" =80 ' = |r — 1|t 1_—(r T), oL
|r —r'|?
— Y. 6F
O P Gl LS 2.22
per i SR 222

donde no se han incluido explicitamente los términos que contienen potencias iguales
o mayores a dos de la distancia 6. Sustituyendo la Ec. (2.22) en la Ec. (2.21)
y despreciando los términos que contienen potencias del tipo 6™, con n > 2, se

obtiene

q 0L -(r—17')

= 2.23
drey  |r —7r'|3 (2:23)

Vi(r)

Si nos alejamos lo suficiente del sistema, como anuncidbamos al principio, de tal
suerte que 0¢ — 0, en cuyo caso toma sentido el haber despreciado los términos del
tipo 64", con n > 2, en la Ec. (2.23), y que ¢ — o0, y tal que el producto gd¢ se
mantenga constante, el sistema de la Fig. 2.6 se convierte en un dipolo eléctrico al
cual se asocia un momento dipolar eléctrico p definido como p = ¢6£ [C-m]. En

este caso, la Ec. (2.21) se puede reescribir de la forma compacta

Vir) ~ 1 p-(r—r')

= 2.24
ey |r—1r'|? (224)

El campo eléctrico producido por un dipolo eléctrico se puede obtener por su-
perposiciéon y mediante la aplicacién de aproximaciones similares a las contenidas

en la expansién binomial de la Ec. (2.22)[6]:

E(r) q <‘r—r’—5ﬁ B r—r’)

ey r—r' =0 |r—7r']?
1 [3p-(r—1) / P
R — - 2.25
dreg [ lr —r'|5 (r=7) lr — /|3 (225)
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Para un dipolo ubicado en el origen, sobre el eje z, y orientado en la direccién
de a., las expresiones del potencial y del campo eléctrico dadas en las Ecs. (2.24) y
(2.25), respectivamente, se especializan de la forma
1 p-a,
Vir)~ —
(r) dreg 12

1 1
E(r) ~ 477'605

[(319 ’ a'r)a'r - p]

las cuales, resolviendo los productos escalares, dan lugar a las siguientes expresiones

aun mas detalladas

0
Vir) ~ p  CoS

drey 12

1 .
E(r)~ pe— % [2 cos fa, + sin fay|

2.5.3. Interaccién entre un dipolo eléctrico y un campo eléc-

trico uniforme externo

Al someter un dipolo eléctrico a la accién de un campo eléctrico externo E, uni-
forme, sus cargas constitutivas experimentan una fuerza de igual magnitud pero de
orientacion opuesta. Por esta razon, el dipolo no se traslada. El dipolo, sin embargo,
experimenta un torque T', cuyo valor se puede calcular independientemente del pun-
to de referencia. Tomando como punto de referencia la carga negativa del dipolo, se

obtiene que este torque vale:

T =60 x F
=0L x qF
=px E (2.26)

Al utilizar la regla de la mano derecha, facilmente se comprueba, a partir de la

Ec. (5.28) que el torque tiende a alinear el dipolo con el campo eléctrico.

2.5.4. Dieléctricos

En los atomos de los materiales dieléctricos la ultima capa se encuentra bastante
llena de electrones por lo que, a menos que éstos materiales sean expuestos a campos
eléctricos muy intensos, el fenémeno de la conduccion, asi como se presenta en los
conductores, no ocurre.

Desde el punto de vista eléctrico, los medios materiales dieléctricos se pueden

pensar como constituidos de moléculas de dos tipos: las polares —2.7(a)— y las no
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polares —2.7(b)—. En las del segundo tipo, los centros geométricos de la cargas ne-
gativa y positiva coinciden, y ante la acciéon de un campo eléctrico externo éstos
se separan formando un pequeno dipolo eléctrico elemental que tiende a orientarse

paralelamente al campo.

(a) Moléculas polares. (b) Moléculas no pola- (c) Medio polarizado.

res.

Figura 2.7: Polarizacién de un dieléctrico: aproximacién macroscépica.

En los medios materiales constituidos por moléculas polares, ya éstas constituyen
dipolos eléctricos elementales, pero orientados aleatoriamente —ver Fig. 2.7(a)— de
tal forma que ningin efecto eléctrico promedio se puede medir de ellos. Ambas
moléculas, ante la accién de un campo eléctrico externo, uniforme, experimentan un

torque que las tiende a alinear con el campo eléctrico —ver Fig. 2.7(c)-.

Polarizacion

La reacciéon anteriormente descrita de las moléculas de un dieléctrico ante la
accion de un campo eléctrico externo, o primario, se conoce como «polarizacion
eléctrica». La polarizacién eléctrica se define formalmente mediante una cantidad
macroscopica denominada vector de Polarizacion eléctrica P. El vector de polariza-
cion eléctrica P es una suerte de promedio volumétrico del momento dipolar y es

una funcién de la posicién dentro del medio material:

(2.27)

donde N es el numero de dipolos eléctricos elementales presentes en un volumen
AV, p, es el momento dipolar asociado al dipolo n-ésimo y AV es un pequeno
volumen incremental en cuyo centro se desea definir a P.

Desde el punto de vista matematico, el limite de la Ec. (11.114) implica reducir

el volumen incremental AV a dimensiones infinitesimales, pero desde el punto de
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vista macroscépico, que es el escenario donde tiene sentido nuestro modelo, no se
debe empujar este limite mas alla de la continuidad de la materia.

Con base en la definiciéon anterior, un diferencial de volumen —en el punto
r’— de un dieléctrico polarizado, en cuyo interior se encuentran millones y mas
moléculas polarizadas, tendra asociado un momento dipolar promedio que vale:
dp(r") = P(r")dv/, y produce en un punto r de observacién, un diferencial de po-
tencial eléctrico que, de acuerdo con la Ec. 2.23, tiene la forma:

1 P(r)dV -ag

dV(r) - 47T€0 R?

De esta forma, todo el dieléctrico produce un potencial eléctrico en r dado por la
superposicion de las infinitas contribuciones que hacen los infinitos dipolos promedios
presentes en €l que vale:

. 1 P'(IR
CAdney Jvi R?

V(r) dv/ (2.28)

Cargas ligadas o de polarizacién

La Ecuacién (2.28), tomando en cuenta que ar/R? = —V(1/R) = V'(1/R),

puede ser manipulada mateméticamente de la siguiente manera:

. 1 P'CLR
dmeg Jvi R?

1 1
— P ’ ) N /
4req // (r).v <R> v

y usando la propiedad: V- (Ap) =pV-A+ A-Ve:

V(r) dv/

1 P(r) 1 [ V- P@)

V(r) = / ol Y/—Z| a/ / dv/
(r) 4me /v l R 1 v dmey Jvr R Y
1 P(r') 1 —V'-P(r')
= -ds’ / dv/

47'('80 jé/ R s+ 47'('80 ! R v
1 pspof(r/) ’ pl/pOZ(’rl) /
= d d

471'80 S’ R s 47T€0 %4 R v

donde S’ es la superficie exterior del dieléctrico, pspor(r’) = P (') - @an(r’) es una
densidad superficial de cargas ligadas de polarizacion y p,pur(r') = —V’- P|,» es una
densidad volumétrica de cargas ligadas de polarizacién.

Al introducir estas densidades de cargas ligadas, el cuerpo dieléctrico puede ser
extraido del problema y ser sustituido por aquellas. De esta forma, el problema de
obtener el potencial electrostatico que el medio polarizado produce en el espacio

es reconducido a la integraciéon de las cargas de polarizacion, en lugar del propio
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Vector de Polarizacion. En todo caso, el grado de dificultad del problema recon-
ducido permanece inalterado respecto del original, porque el conocimiento de las
densidades de cargas de polarizaciéon pasa por conocer el Vector de Polarizacion.
Este procedimiento solo tiene valor didactico, porque en un problema dado, estas
densidades de cargas (o el Vector de Polarizacién) no pueden conocerse a priori, sino
después de haber resuelto el campo eléctrico resultante. En este sentido, debemos
tener presente que la polarizacion del dieléctrico se produce no solo por la accién
de campo eléctrico primario, sino también por la acciéon del campo eléctrico que la
polarizacion inducida va creando, el cual se superpone al primario, dando lugar a
un campo eléctrico total que va produciendo més polarizacion, y que por tanto, la
descripciéon que hemos hecho tiene sentido cuando se haya alcanzado el equilibrio

electrostatico.

Densidad de flujo y constante dieléctrica

Asumamos que cierto campo Eg actua en el vacio —ver Fig. 2.8(a)- y que luego
incorporamos cierto dieléctrico neutro en el escenario. Esperamos que transcurra el
transitorio de reacomodacion de los dipolos elementales en el dieléctrico y que haya

cesado todo movimiento.

(a) Campo electrostatico actuando en el vacio. (b) Campo electrostatico actuando en el vacio

en presencia de un cuerpo dieléctrico.

Figura 2.8: Interaccién del campo electrostatico Ey con un medio dieléctrico.

En ese momento se habra alcanzado el equilibrio electrostatico y el dieléctrico se
habra polarizado. La polarizacién del dieléctrico se podra tratar mediante la incor-
poracion en el problema de cierta carga distribuida sobre la superficie del dieléctrico,
en forma de una ps, = P - a,, Y, si el dieléctrico no fuese homogéneo, de cierta carga
distribuida en el interior, en forma de una p,, = —V - P —ver Fig. 2.8(b)-. Estas

cargas de polarizacién inducirdn un campo E* fuera y un campo E! dentro, los
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cuales se superpondran a Ey dando lugar al campo E5 en el vacio y al campo FE;

en el interior del dieléctrico.

Condiciones en la frontera entre un dieléctrico y el vacio

En la superficie de separacién entre el vacio y el dieléctrico el campo electrostético
estd obligado a satisfacer la condiciones de borde que se derivan de las ecuaciones

VxE=0yV-E= % De esta forma tenemos:

anX<E2—E1):0

an'(E2—E1):%
0

Vector de desplazamiento eléctrico o de densidad de flujo eléctrico

Si entre los intersticios microscépicos de un cuerpo dieléctrico infinito, no ho-
mogéneo, se lograran introducir cargas libres en forma de una distribuciéon estatica,
éstas producirian un campo eléctrico inicial que polarizaria el dieléctrico dando lugar
a la aparicion de cierta densidad volumétrica de cargas ligadas en él. Alcanzado el
equilibrio electrostatico, tanto las cargas libres introducidas inicialmente, como las
inducidas de polarizacién, se constituiran en fuentes del campo eléctrico resultante.
Por esta razoén, al tomar la divergencia del campo eléctrico en el interior del dieléc-
trico sera: V- E = i(pvhibres + pupot)- Tomando en cuenta que p,por = —V - P, se
podré escribir

V- <€0E + P) == pv|libres

Ahora bien, en el interior de ciertos dieléctricos, la polarizacion P es directamente
proporcional al campo eléctrico que se establece: P o E. En estos casos, la relacion

entre ambos vectores se puede expresar de la forma
P =¢ox.E (2.29)

donde xe, la cual es una cantidad adimensional, es un parametro propio (intrinseco)
de cada material denominado susceptibilidad eléctrica.

En la Teoria de Campos macroscopica en lugar de trabajar con el vector P se
suele emplear el vector de desplazamiento eléctrico, o de densidad de flujo eléctrico,
D, el cual se define como

D=¢E+ P (2.30)
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El vector D tiene las mismas dimensiones que P: [C/m?] y tiene una relacién
simple con E en aquellos materiales en los que P es proporcional a E. En efecto,

sustituyendo la Ec. (2.29) en la Ec. (2.30) se obtiene:
D =¢cgFE +cox.E

=& (1 +X6)E
—_———
Er
—_———
g

D=c¢E (2.31)

donde ¢, es la permitividad relativa o constante dieléctrica del medio y es una
cantidad adimensional, y ¢ = ¢,6¢ es la permitividad absoluta o simplemente
permitividad del medio y se mide en [F/m].

Con base en la Ec. (2.31) podemos escribir:
VxD=(Ve)x E
V-D=p,

donde p,, solo comprende las cargas libres. Por esta razon, en la interfaz dieléctrico-

vacio se cumple

a, - (Dy —D;)=0 (2.32)
Por otro lado, en medios genéricos la relacion entre P y E, y por ende entre D

y E, no es tan simple como D = cFE, donde ¢ es un parametro constante. En efecto:
en los medios no lineales, el parametro £ es una funciéon de la intensidad del
campo: € = ¢(E):
D =¢E)E
en los medios no homogéneos, el pardmetro ¢ varia con el punto € = &(r):
D =¢(r)E

y en los medios anisotrépicos, ¢ es un tensor ya que P,y por ende D, no es

paralelo al campo FE:

Dy | = ey €y Ey2 E,

En este curso, a menos que se especifique otra cosa, estaremos tratando con medios
homogéneos, lineales e isotropicos, los cuales se denominan medios simples. Los

medios simples seran nuestros medios por defecto.
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Problema

Dado un medio material caracterizado por

1 0 0
T =c|0 16 0
0 0 1,8

en el que existe un campo eléctrico uniforme E = 2a, + a, — 5a, [V/m], calcule:
(a) el tensor de susceptibilidad eléctrica 2, (b) el vector de polarizacién P, (c) el
momento dipolar promedio en la direccién de a, en un 1 cm?® de material, y (d) el

vector de desplazamiento eléctrico D.

Resp.: (a) Como ¢ = & — L, seré:

0 0 0
S=1006 0
0 0 08

(b) P = £0(0,6a, — 4a,) [C/m?], (¢) Ap = —4 x 107 %pa, [Cxm], (d) D =
e0(2a, + 1,6a, — 9a,) [C/m?].

2.6. Energia electrostatica

Al conformar una distribucion de cargas se debe «gastary» cierta energia que,
luego, mientras perdura la distribucion, queda almacenada en el campo eléctrico de
la distribucién en forma de energia electrostatica. Se puede admitir que la energia
se ha consumido (transformado) en la creacién del campo (que la almacena). En un
medio lineal, una expresion analitica de la energia electrostatica, almacenada por
un sistema de cargas discretas, se puede obtener sumando el trabajo individual
requerido para poner cada una de las cargas en su lugar dentro de la distribucion,
trayéndolas desde el infinito una por una. En efecto, despreciando el trabajo original
realizado en la «fabricacién» de cada carga, al traer la primera carga a su posicion
virtualmente no es necesario realizar ningin trabajo. Al traer la segunda carga
realizaremos un trabajo par a ¢uV5;, donde V5 es el potencial producido por la
carga 1 en el punto ocupado por la carga 2. Al traer g3 realizaremos un trabajo
par a g3(V31 + V32), donde V3 + Vis es el potencial producido por las cargas 1y
2 en el punto ocupado por ¢3. Asi, sucesivamente, tocara finalmente traer la carga

ultima N —ésima, realizando un trabajo par a gy ZnN:]l Van = qvVy, donde Vy =
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SNV es el potencial producido por el resto de las cargas en el punto ocupado
por qy. La repeticion del experimento anterior en orden inverso nos permite calcular
nuevamente el mismo trabajo, cuya suma 2W, resulta par a 2W, = Zﬁ[ GnVy, de

donde se desprende que

donde V,, es el potencial en el punto ocupado por la carga ¢, debido a las N — 1

cargas restantes de la distribucion.

Cuadro 2.2: Energia electrostatica acumulada por una distribucién de cargas. V,, debe
leerse como el potencial en el punto ocupado por la carga ¢, debido a las V — 1 cargas

restantes de la distribucién. V' se debe interpretar de manera analoga.

) ENERGIA ALMACENADA Y DEN-
DISTRIBUCION ,
SIDAD DE ENERGIA

N cargas puntuales We =13V q,V,, [J]

Distribucion volumétrica de 1
W. =1 fy pu(r)V(r) dv [J]

cargas

W, =1, D(r)- B(r)dv [J

2

Densidad de energia

we::ll)-lﬂ J/m?3
eléctrica 2 [ / ]

Una generalizacion de este resultado al caso de una distribucién continua de
cargas se obtiene usando cargas infinitesimalmente pequenas ¢, ~~ p,dv, trayendo
un infinito nimero de éstas y juntandolas de forma continua en cierto volumen.
Sobre cada una de estas cargas sera necesario efectuar un trabajo infinitesimal del
orden de p,V dv. La suma de estos trabajos se convierte en una suma continua
>~ [i,. En el cuadro 2.2 se indican las expresiones analiticas de la energia eléctrica
almacenada en el campo eléctrico de varias distribuciones de cargas. Una expresion

equivalente de la W, se obtiene expandiendo el volumen de integraciéon infinitamente
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(V ~~» V) y valiéndonos de la relacién p, = V - D, de la siguiente manera:

1 1
We:—/ pVdv==[ (V-D)Vdv
2 Jva 2 Jvy

usando la identidad vectorial V - (VD) = VV - D 4+ D - VV y el Teorema de la
Divergencia
1 1 1
= (V~D)Vdu:—/ V. (VD)dv—=- [ D-VVdv
2 JVa 2 JVa 2 JVa
1 1
= — VD -a,ds+ — D . FEdv
2 /5 2 I
y tomando en cuenta que V' %, D x % y ds oc R%: %fsm VD-a,ds— 0, sigue

que:

1
W, == / oV dv
2 Ve
1
= _ D-Ed 2.33
2 I Y (2.33)
La cantidad subintegral %D - E tiene dimensiones de [J/m?] y constituye la

densidad de energia (eléctrica) w, del campo eléctrico.

2.6.1. Capacitancia

Cuando se fuerza una diferencia de potencial entre dos cuerpos conductores,
originalmente neutros, necesariamente se produce una redistribucién de cargas eléc-
tricas a expensas de cierto consumo de energia externa (eventualmente quimica,
aportada por una baterfa, por ejemplo).

La cargas movilizadas, alcanzado el equilibrio
electrostatico, terminan distribuidas preponderante-
mente sobre las superficies «enfrentadas» de los con-
ductores creando un campo E que almacena, en for-

ma de energia electrostatica, el correspondiente tra-

bajo realizado. En este sentido, un sistema de dos 7
conductores es capaz de «almacenar energia». La \ /
cantidad de energia electrostatica almacenada es, en L

general, una funcion de la geometria del sistema y

del medio dieléctrico de relleno. Una medida de la Figura 2.9: Sistema de dos con-

: . e ductores inmersos en un medio
capacidad de almacenamiento de energia eléctrica de

. , . , , dieléctrico al cual se le puede
un sistema como éste bien podria ser la razon de car-

ga distribuida (AQ) a trabajo realizado por unidad atribuir una Capacitancia.

de carga (AV):
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_AQ  $5eE -ds

C‘Av_—ij-de

(2.34)

C recibe el nombre de capacitancia y es un pardmetro geométrico del sistema am-
pliamente utilizado en la Teoria de Circuitos. De esta suerte, al comparar dos de
estos sistemas, distintos entre si, forzando cierta AV entre sus dos cuerpos conduc-
tores componentes, almacenara mayor energia aquél donde las cargas redistribuidas

sobre la superficie sea mayor.

Problema

Calcule la capacitancia por unidad de longitud de un sistema constituido por
dos cilindros conductores concéntricos si el espacio entre ambos conductores esta

ocupado por dos dieléctricos como se ilustra en la Fig. 2.10 (No proceda postulando

11,1
quec_01+02)'

Figura 2.10: Corte transversal del sistema bajo estudio del problema.

Resp.: % = muwi% [F'/m].
1

€9 €

2.7. Problemas propuestos

1. Una linea de carga de longitud L finita tiene una densidad de carga lineal py,

[C/m] uniforme. Suponiendo la linea yacente sobre el eje z, calcule:

a) El potencial V' en el plano que divide en dos partes iguales la linea de

carga.

b) El campo electrostatico E directamente a partir de py, (integrando).

2. Una distribucién de carga lineal p; [C/m] uniforme tiene forma circular con

radio a [m]. Calcule:
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a) El potencial V' en los puntos sobre la linea central y perpendicular a la
distribucion.

b) El campo electrostatico E directamente a partir de py, (integrando).

3. Demuestre que en la superficie interior de un conductor hueco no se depositan

cargas a menos que existan cargas libres en la cavidad.

4. Dado el sistema de conductores que se muestra en la Fig. 2.11, el cual con-
siste en tres cilindros conductores concéntricos e infinitos: un cilindro interno
macizo de radio a, un cilindro intermedio hueco de radio interior b y exterior
¢, v un cilindro externo, también hueco, de radios interior y exterior, d y e,
respectivamente, resuelva las densidades de cargas libres (ps|ipres) v de polari-
zacion (pspor) €n p = a,b, ¢, d, e, una vez alcanzado el equilibrio electrostatico,

si se depositan en exceso @y [C] por unidad de longitud en:

a) el cilindro interno, si el resto de los conductores se mantienen eléctrica-

mente neutros.

b) el cilindro intermedio, si el resto de los conductores se mantienen eléctri-

camente neutros.

c) el cilindro externo, si el resto de los conductores se mantienen eléctrica-

mente neutros.

Figura 2.11: Vista del sistema de conductores cilindricos concéntricos del Problema 3.

Enlaregion a <p<b e = 50e_ﬁ y en la regién ¢ < p < d: g5 = 10gy.

5. Dada una distribucién volumétrica de cargas libres p, = p? [C/m?] (p en m),

determine:

a) El campo electrostatico en todos los puntos del espacio.
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b) La energia electrostética por unidad de volumen en el espacio.
¢) Si el espacio se supone ocupado por un medio de permitividad e, calcule

Pup-

6. Dada una distribucién volumétrica de cargas libres p, = por [C/m?], determi-

ne:

a) El campo electrostatico en todos los puntos del espacio.
b) La energia electrostética por unidad de volumen en el espacio.

¢) Si el espacio se supone ocupado por un medio de permitividad e, calcule

Pup-
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Capitulo 3

Problemas con Valores en la

Frontera

Introduccién

ASTA ahora habiamos resuelto problemas de electrostatica en los que se es-
pecificaba explicitamente la distribucién de cargas en forma de una p, (')
y mediante un procedimiento de integracién se calculaba el potencial eléc-
trico V(r) (ver figura 3.1):
1 L(r!

dwe v |r — 1|

Existe, sin embargo, un conjunto de otros problemas
en electrostatica denominados problemas con valores en Soo """""""""""""""
la frontera, los cuales consisten, definida cierta region R, -
delimitada por cierta frontera OR, en encontrar una fun-

cién potencial V' = V(r) que satisfaga en R, o la Ecua-

cién de LAPLACE: V2V = 0, o la Ecuacién de POISSON:
V2V = —p?”, y que satisfaga, a su vez, ciertas condiciones

dadas en OR.

En los problemas con valores en la frontera la regiéon R

Figura 3.1: Distribucién de
cargas en un espacio ilimi-

tado.

consiste, en general, de un dieléctrico simple, y la frontera
OR esta conformada por las superficies exteriores de dos o
mas conductores inmersos en el dieléctrico. En la Figura
3.2(a) la zona en blanco, donde se ha escrito la ecuacion de LAPLACE, constituye la

region R de interés, y las superficies S, exteriores de los dos cuerpos conductores
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(a) Regién R delimitada por las superficies S12 y el (b) Regién R con una distribucién de cargas presente.
infinito (6 R).

Figura 3.2: Problemas con valores en la frontera.

presentes, constituyen la frontera R de R. En la Figura 3.2(b) se ha recreado el
mismo escenario y se ha anadido una distribucién de cargas libres segiin una ley
pv = py(r’) creando un nuevo problema con valores en la frontera, que viene a ser
la superposiciéon de los problemas representados por las figuras 3.1 y 3.2(a). Si se
conviene en denominar V() la solucién del problema con valores en la frontera de

la Fig. 3.2(a), y Vp(r) = = [i» p”(’"l,)| dv/ la solucion del problema de la figura 3.1,

Are |r—r

la solucién del problema de la Figura 3.2(b) sera:

V('l") = VH('I") + Vp(’l")

/
Vi (r) + — / polr) (3.1)
de Jvr |r — 7|

En los problemas con valores en la frontera, en general, existen ciertas distri-
buciones de cargas sobre S 9, las cuales suelen llamarse «externas», porque no se
encuentran en el interior de R, que no se conocen explicitamente y que por tanto no
pueden integrarse, pero que se especifican indirectamente mediante las denominadas
condiciones de borde.

Los problemas con valores en la frontera pueden ser de uno de los tipos siguientes:

= De DIRICHLET o del primer tipo, en el que en la frontera se especifica el valor
de V:

V2V =0 } 32)

V|S1,2 = ‘/1,2
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= De NEUMANN o del segundo tipo, en el que en la frontera se especifica el valor

de la derivada direccional de V' respecto de la normal a la frontera:

V2V =0
wl v (3.3)
on S12 on 1,2

= Mixto, en el que en parte de la frontera se especifica el valor de V', y en el

resto el de la derivada direccional de V' respecto de la normal a la frontera:

V2V =0

Vg, =W (3.4)
v — 9V
onlg, — Inlg

La solucién de los problemas del tipo esquematizado en la figura 3.2(a) se reduce
a resolver la ecuacién de LAPLACE, lo cual serd posible analitica o numéricamente
seglin sea la geometria de R. Si la geometria de R es una geometria canonica, la
solucion del problema se podré hallar usando métodos analiticos. Si la geometria
fuera arbitraria, sin simetria alguna, se deberd estimar V(r) utilizando métodos
numeéricos. A los fines académicos tiene sentido revisar, por ahora, solo aquellos

problemas con solucién analitica posible.

3.1. Teorema de la Unicidad

El Teorema de la Unicidad establece que dos soluciones de la ecuacion de LA-
PLACE (o de POISSON) que satisfacen las mismas condiciones en la frontera son
idénticas si se trata de un problema de contorno de DIRICHLET o mixto, o difie-
ren a lo sumo en una constante aditiva si se trata de un problema de contorno de
NEUMANN [4, 5, 6]. Para demostrar este teorema supéngase que se dispone de dos

soluciones de la ecuacion de LAPLACE (o de POISSON): ¢y = ¢1(7) y ¢2 = ¢a(r):

V21 =0
Vg, =0
O:
Vi =2
9
Vig, = — &
9



tales que las mismas satisfacen ciertas condiciones de borde. Estas

contorno pueden ser del primer tipo (problema de DIRICHLET):

¢1|51’2 - ‘/172
¢2|51’2 - ‘/172

del segundo tipo (problema de NEUMANN):

9| _ OV
on S1g on Sia
9¢s|  _ OV
on 512_ on Sia

0 mixtas.

Se define una nueva funcién ® = ®(r) dada por: ®(r) = ¢;(r)

condiciones de

— ¢o(r). Facil-

mente se comprueba que la nueva funcién satisface la ecuacién de LAPLACE (ya no

la de POISSON):
VI =V? (61 — ¢2)
= V2¢1 - V2<Z52
=0

Si se toma el gradiente de la funciéon ¢ y se multiplica por la propia funcién ® se

comprueba, aplicando el Teorema de la Divergencia, que la integral de la divergencia

de la funcién producto resultante, V - (PV®), en la regién R del problema es nula:

/ V. (@V0) dv= [ OVE-dsa,
R S1,2
= o (V- ay,)ds
S1,2
o
= $1s q)a—n dS
_ I o
_ /S (d1ls,, — d2ls,..) (% o, on
=0

S

)ds

(3.9)

La divergencia V- (®V®) puede, ademés, expandirse en la suma de dos términos:

V- (dVD) = V2D + (VD)?
pero como V2® = 0 sigue, tomando en cuenta la ecuacién 3.9, que:
/ (VP)? dv =0
R
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resultado que solo puede ser posible si V@ = 0 en todos los puntos de R, lo cual
implica, a su vez, que ® sea constante en R, e inclusive sobre la frontera S 2. Que
® sea constante en R+ 52 , y llamando k esta constante, significa que ¢; — ¢ = k.

En un problema de DIRICHLET o mixto el valor de esta constante se puede
determinar evaluando esta diferencia en algiin punto donde se conozcan de antemano
los valores ¢; 2. Este punto puede ser uno cualquiera sobre la frontera y facilmente
se comprueba que k es nula, resultando idénticas las funciones ¢y 9: ¢1 = ¢s.

En un problema de NEUMANN resulta obvio, después de derivar:

oo ok
8nSL2_8n

91| _0d2)

8n312 8n512

que la diferencia entre las dos soluciones de la Ecuacién de LAPLACE ¢, 2 es preci-

samente una constante aditiva, k, indeterminada.

3.2. Problemas con valores en la frontera en una
dimension

Existen en su totalidad 5 diferentes problemas con valores en la frontera en

una dimensién tomando como referencia los sistemas de coordenadas Cartesianas,

cilindricas y esféricas. En la Fig. 3.3 se muestran las distintas geometrias de los

conductores que dan lugar a los problemas con valores en la frontera en 1D en los
sistemas de coordenadas mencionadas.

AV AV
AV AV
Ar
Az Ay
(2) (b) (c)

a c (d) (e)

AVD

Figura 3.3: Geometrias de los conductores que dan lugar a los problemas con valores en

la frontera en 1D en los sistemas de coordenadas Cartesianas, cilindricas y esféricas.

En el Cuadro 3.1 se muestran las ecuaciones de LAPLACE especificas, y sus
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correspondientes soluciones, de cada una de las geometrias presentadas en la Fig.
3.3 [4, 6].

Cuadro 3.1: Ecuaciones de LAPLACE especificas de cada una de las geometrias presen-

tadas en la Fig. 3.3 y sus correspondientes soluciones.

Geometria del problema FEcuacién de LAPLACE Solucién

Fig. 3.3(a) V-0 V()=Az+B
Fig. 3.3(b) 14 (p2) =0 V(p)=Alp+B
Fig. 3.3(c) LN =0 V(p)=Ap+B
Fig. 3.3(d) L4 () =0 V() =-2+B

Fig. 3.3(e) iy (sm0dy) =0 V(0)=Aln(tan) + B

Las constantes indeterminadas A y B que aparecen en las soluciones que se
muestran en la tercera columna del Cuadro 3.1 se han de resolver evaluando tales
soluiones en la frontera para los problemas de contorno de DIRICHLET y mixto. En
el problema de contorno de NEUMANN la constante B no se podra resolver. Esta
limitaciéon no impide, sin embargo, el cdlculo del campo eléctrico como E = —VV

en este tipo de problema.

Ejercicio

Se desea calcular la capacitancia del sistema que se muestra en la figura 3.4. Dicho
sistema consiste de dos esferas conductoras concéntricas rellenas con dos dieléctricos
homogéneos distintos.

El célculo de C' se efectuara suponiendo conocida la diferencia de potencial AV

entre los conductores, y hallando la carga ) acumulada en el conductor a mayor
potencial como una funcién de AV: Q = Q(AV):

Q(AV)

N

Para ello se hace necesario el planteamiento de dos problemas con valores en la
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S

Figura 3.4: Corte transversal del sistema bajo estudio, el cual consiste en dos esferas
conductoras concéntricas de radios a y ¢, respectivamente, cuyo interior se ha llenado

con dos materiales de constantes dieléctricas ¢ 5.

frontera, a partir de la fijacion de la diferencia de potencial AV entre los conductores,
y estableciendo apropiadas condiciones de borde.

Los problemas con valores en la frontera han de ser:

1d (rzm —

v dr 4 , a<r<b (3.10)
Vi(a) = AV

1d (p2dVa) _

TQdT(T dr) , b<r<e (3.11)
Va(e) =0

Las soluciones de estos problemas son, respectivamente:

A

Vl(r):—?—i-B, a<r<b (3.12)
Vz(r):—ngD, b<r<ec (3.13)

Vemos que al tener cuatro constantes indeterminadas las condiciones de fronte-
ra establecidas no son suficientes: hacen falta dos condiciones de borde adicionales.
Estas condiciones de borde han de ser anadidas por nosotros a la luz del comporta-

miento de V}o(r) y de % en la frontera entre los dos dieléctricos, a saber:

Vi(b) = Va(b) (3.14)
8‘/1 9 8V2
i S . 1
or —y €1 or b (3.15)

juntando las condiciones de frontera establecidas en las ecuaciones (3.10) y (3.11)
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con las definidas mediante las ecuaciones (3.14) y (3.15), se puede escribir:

A

AV =—-—4+1B
a
0=-Y4p
C
A C
4 B=—-24D
p T p T
A=2¢
&9
de donde:
AV
A 1 1 1 1
e
B=AV - 1 1AV1 1] o
e R
AV
C: 1 1 1 1
4;—E+z—ﬂ
A 1
D= v -
C

donde x = £2.
€1

De esta forma tenemos:

AV 1 AV 1
Vir)=AV - 37— 7 175 Vr/as<r<b
-mti—ae [E-&Ti-dr
AV 1 AV 1
Vi) =—1r—7 e 1 _ 1 1 1]y vribsr<c
fle—mti—a)c Alk-mti—dl
El campo eléctrico E se puede calcular como E = —VV = —%a,g
AV ,
E = - — la—2 Vr/a<r<b
R
AV ,
E = 2l a Vr/b<r<ec

Utilizando el campo D la carga @) se puede calcular mediante la integral ) =

Js D.ds, tomando S de tal forma que contenga la esfera conductora interior:

KRC

= AV } 6147’(’

1 1 1 1
[ —w Tty

a

2m A
Q= / / €1 v a_; - 7% sin 0dfdypa,
o Jo {

1 _ 141 1p
nb+b a:|

RC
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y finalmente se obtiene:

Facilmente se comprueba que la capacitancia del sistema de la figura 3.4 se puede
pensar como la capacitancia equivalente de dos sistemas esféricos en serie, cada uno

con capacitancias asociadas de C1 = 4mey/ (1/b—1/a) y Cy = 4wey/ (1/c — 1/b):

C :Cl ” CQ
B 1
-1 1
ot o
B 1
RGN
Zwal + 4%52
47T€1

3.3. Problemas con valores en la frontera en do-

minios rectangulares 2D

En coordenadas Cartesianas existe un problema con valores en la frontera general

que engloba cuatro problemas particulares distintos pero muy parecidos entre si. El

problema general se ilustra en la figura 3.5.
En dicha figura se muestra una region rectangular de-
by v finida por 0 < x < ay 0 < y < b. En la misma figura
se identifican cuatro fronteras en las que la funcion
vl wvev—o Vi V' asume valores distintos: V(a,y) = V4, y €]0,],
V(z,b) = Vo, x €]0,a], V(0,y) = V3, y €]0,b] y

7 o V(2,0) = Vi, z €]0,al.

_ . El problema con valores en la frontera resultante
Figura 3.5: Domino rectangu-
tiene la forma:
lar.

ViV =0
Vie,y)=W V(z,b)=V; (3.16)

V(0,y)=Vs V(z,0) =V,
El problema definido por la ecuacién (3.16) se puede pensar como la superposi-
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ciéon de los siguientes 4 problemas menos generales —ver figura 3.6

ViV =0
Via,y)=Vi V(z,0) =V, ¢ =
V(0,y)=Vs V(z,0) =V,
V2V =0 V2V =0
Vie,y)=Vi V(z,b)=0 r+ V(a,y)=0 V(z,b)=V;
V(0,y)=0 V(z,0)=0 V(0,y)=0 V(z,0)=0
ViV =0 ViV =0
Viay) =0 Vb =0 y+ Viey=0 Vb=0 p (317)
V(0,y)=Vs V(z,0)=0 V(0,y) =0 V(z,0)=1V,
Y Y
b b Ve
J; vIV=0 |n J; V2V =0
i i
a a
(a) (b)
y )
b b
Vil v2v=0 ; VIV =0 @
a7 Va4 a ’

(c) (d)

Figura 3.6: Subdivisién del problema global dado en la figura 3.5 en cuatro problemas

particulares.

Se procedera a resolver el problema particular siguiendo los desarrollos presen-
tados en [4, 9]:
T+ 2 =0
Vie,y)=Vi V(z,0)=0 (3.18)
V(0,y)=0 V(z,0)=0
para ello se supondra que la solucién tiene la forma de un producto de dos funciones,

X y Y, las cuales dependen tnica y respectivamente de las variables z y y: X = X(x)
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y Y =Y(y), de tal suerte que V(z,y) = X (x)Y (). Sustituyendo este producto en

la ecuacién de Laplace:

F5 2k VARG 22 V4

-+ — =0

ox?  Oy?

d2X %
Y —/— +X—=0

da? + dy?
1d2x  14%
_— —_—— .1
X 42 Y g (3.19)
M —

Fi(x) Fa(y)

Para que la suma de Fi(x) y F»(y) se mantenga igual a cero en todos los puntos
dentro del dominio rectangular se requiere que las funciones F; y F5 sean iguales
mutuamente a una constante: Fi(z) = a® y Fy(y) = —a?, lo cual permite escindir

la Ecuacion de LAPLACE en dos ecuaciones diferenciales unidimensionales:

1dPx
14y

! (3.21)
Y dy?

Por solucién de la ecuaciéon (3.20) se tomara:
X(z) = Acosh(ax) + Bsinh(ax) (3.22)
y por solucion de la ecuacién (3.21) se tomara:
Y (y) = Ccos(ay) + D sin(ay) (3.23)
De este modo la solucién buscada tiene la forma:
V(z,y) = [Acosh(azx) + Bsinh(ax)] [C cos(ay) + D sin(ay)] (3.24)

Las constantes indeterminadas A, B, C'y D se determinan evaluando V' (z,y) en

la frontera:
V(z,0)=0= [X(2)][C]=0=C=0
V(z,b) =0= [X(z)] [Dsin(ab)] =0 = a = %
m=12,...,00
V(O,y):0:>A[Dsin (%y)} — 0= A=0

obteniendo
V(z,y) = Vysinh (%x) sin (%y) (3.25)
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conm=12,...,00y Vo = BC.

Ciertamente la funcién V(z,y) = Vj sinh (%x) sin (%y) no puede satisfacer la
condicién de borde V(a,y) = V4. Sin embargo, ya que la ecuacién (3.25) representa
en realidad una familia de soluciones, cualquier combinacién lineal de los miembros

de esta familia constituye, a su vez, una solucién de la ecuacién (3.18) y satisface,
ademaés, las condiciones de borde V(z,0) =0, V(x,b) =0y V(0,y) = 0:

V(zx, Z Vi sinh (Tx) sin (nzﬂy)

No es ilégico pensar que pueda existir una apropiada combinacién lineal de estas
soluciones que satisfaga la cuarta condicién de borde: V' (a,y) = Vi, condiciéon de
frontera que ninguno de los miembros de la familia (3.25) satisface individualmente:

Via,y) =Vi = ZV smh(Ta)sm(nZ7T ):V1
m=1

equivalentemente:

> ¢psin (%y) =W (3.26)
m=1

donde ¢,,, = V,, sinh (ml’f‘l) es cierto numero para cada valor de m. En la ecuacion
: 00 : mm ; 2 :
(3.26), la sumatoria Y v ¢, sin (Ty) puede verse como la expansion en serie de
Fourier de la constante V7, y las constantes ¢,, como los coeficientes de la serie. Los
coeficientes ¢, pueden calcularse haciendo la funcién V' (a,y) periédica, de periodo

20, y de simetria impar mediante el siguiente producto interno:

[ S ()]0 (550) e [ [ () ()
com e (3) a1 ()

de donde:
iy impar
Cm =1 (3.27)
0 m par
siguiendo que: v
4V
Vi = i
ma sinh (mma/b)’ Pt
y
s 4V, mm mm
% = inh (| — in— 3.28
(z,9) mz::l ma sinh (mma/b) S ( b :c) sm( b y) (3:28)
m impar

En la figura 3.7 se muestra una gréfica de V(z,y) para Vi = 2.
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Figura 3.7: Grafica de V' (z,y) para V; = 2.

Cuadro 3.2: Soluciones particulares del problema global expresado mediante la ecuacién

(3.17).

Problema de contorno

Solucion

V2V =0
Via,y) =0 V(z,b) =V,

[e.e]

avo ) sinh (?y) sin (%x)

mrinn?plar mm sinh(mmb/a
V(0,y)=0 V(z,0)=0
V2V =0
V(a7 y) =0 V(I‘, b) =0 Z:T;;ar W‘/ﬁmwa/b) sinh [% <—.T + a):| sin (%y)
V(0,y)=Vs V(z,0)=0
V2V =0

Via,y)=0 V(x,b)=0
V(0,y)=0 V(z,0)=1V,

oS
m=1
m impar

m sinh [? (—y + b)} sin (%x)

Las restantes soluciones particulares del problema global (ecuacién 3.17) se pue-

den componer a partir de la solucién (3.28) permutando apropiadamente los valores

a <> by las variables z <+ y, y rotando y desplazando, apropiadamente, las funciones

en z y en y. En la tabla 3.2 se muestran estas soluciones.

3.4.

Teoria de imagenes

Algunos problemas del tipo ilustrado en la Fig. (3.2(b)), por presentar una eleva-

da simetria, se les puede resolver mediante la sustitucion de los cuerpos conductores

por unas cargas equivalentes determinadas, que se pueden integrar, denominadas

cargas imdgenes. Las cargas imagenes produciran el potencial V() de la solucién
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expresada mediante la Ec. (3.1) en la regién R (r € R)

Lo

Va(r) = dre Jv;, R

donde V. es el volumen del conductor, tal que la solucién Vp(r) + ﬁ f\/é %}”') dv/
satisfaga las condiciones de borde en OR. Variados ejemplos y problemas que ilustran
la aplicaciéon de este método se pueden encontrar en la literatura [4, 3, 6]. En una
entrega posterior de este articulo el autor incluird una ilustraciéon de la aplicacion

del método a un problema concreto.

3.5. Problemas propuestos

1. Dado el sistema de conductores que se ilustra en la Fig. 3.8, constituido por
una esfera conductora de radio a concéntricamente ubicada en el interior de
un segundo conductor esférico hueco, de radio interior b y radio exterior ¢, si

en el conductor interno se depositan @y [C] en exceso

Figura 3.8: Corte transversal del sistema de conductores del Problema 1.

a) Resuelva el potencial eléctrico V' y el campo eléctrico E postulando,
razonadamente, un problema de NEUMANN en la regién a < r < by un

problema mixto en la region ¢ < r < oo.

b) Resuelva el potencial eléctrico V' y el campo eléctrico E postulando,

razonadamente, un problema mixto en ambas regiones.

2. Dos semi-planos conductores de dimensiones infinitas forman un angulo Ay
como se muestra en la Fig. 3.3(c). Entre estos semi-planos hay un medio de

propiedades intrinsecas € y o.
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a) Calcular la capacitancia C' = Q(AV)/AV asociada a la porcién del sis-
tema definida por Az =hy Ap = p. — p;-

b) Calcular la resistencia R asociada a la misma porcién del sistema me-

diante la férmula R = AV/I .
¢) Comprobar que RC = ¢/o.
3. Dos conductores de dimensiones infinitas forman un dngulo Af como se ilustra

en la Fig. 3.3(e). Entre los dos conductores hay un medio de propiedades

intrinsecas € y o.
a) Calcular la capacitancia C' = Q(AV)/AV asociada a la porcién del sis-
tema definida por Ap =y — 1 vy Ar =71, —7;.

b) Calcular la resistencia R asociada a la misma porcién del sistema me-
diante la férmula R = AV/I.

¢) Comprobar que RC = ¢/o.
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Capitulo 4

Corriente eléctrica

4.1. Densidad de corriente

Dado un medio en cuyo interior ciertos portadores de carga pueden moverse li-
bremente bajo la acciéon de un campo eléctrico. Sea N, el niimero de estos portadores
de carga por unidad de volumen, y sea v la velocidad promedio equivalente de los
portadores de carga. Tomado en el interior del medio un volumen diferencial v rec-
tangular, la cantidad de carga que atraviesa una cualquiera de las superficies de este
volumen por unidad de tiempo vale:
dg

=1
dt

=N, v-a,ds [A/m] (4.1)

La cantidad N,v tiene unidades de [A/m?] y se denomina vector densidad de

corriente:
J = Nyv (4.2)

De esta forma, la corriente eléctrica que atraviesa una superficie genérica S dentro

del medio se calcula mediante la integral:

I= / J-ds (4.3)
5
Por otro lado, el término N,v admite la siguiente representacion:

pu, corriente de conveccion;
Nyv=4 —pu.E=0E, corriente de conduccién en conductores;

(—pette + prup)E = oE, corriente de conduccion en semiconductores.
(4.4)

donde p, p. v pp son las densidades volumétricas de portadores de carga libres, de

electrones en movimiento y de «huecos» en movimiento, respectivamente ([C/m?]);
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u es la velocidad promedio de los portadores de carga libres, u. es la movilidad
del electréon ([m?/V s|), y w, la movilidad de los huecos; y o es un pardmetro
constitutivo macroscépico del medio llamado conductividad ([S/m]). En el cuadro
4.1 se muestran algunos de estos valores para algunos materiales de uso frecuente

en la ingenieria electrénica.

material wu, [m?/Vs] wu, m?/Vs] o [S/m]

Cobre 32x1073 - 5,8 x 107
Aluminio 14 x 107* - 3,54 x 107

Plata 52 x 1073 - 6,17 x 107
Germanio 0,38 0,18 2,2

Silicio 0,12 0,03 1,6 x 1073

Cuadro 4.1: Movilidad y conductividad de algunos materiales.

La ecuacidn:

J =0E (4.5)

se conoce como ley de OHM puntual.

4.1.1. Conservacién de la carga o continuidad de la corriente

Si en lugar de tomar una superficie abierta genérica en el interior del medio,
tomamos una superficie S(V') cerrada, el flujo de J a través de S(V') igualara la rata
de disminucion de los portadores de cargas en el volumen V' encerrado por S(V).
Este principio, que se conoce como principio de conservacion de la carga, se

escribe:

d
J.d :__/ d 4.6
7{‘5(\/) s dt Vp Y (46)

La version diferencial de la Ecuacién (4.6) se obtiene aplicando el Teorema de la

divergencia a la integral de la izquierda. En efecto:

d 0
/‘/V-de——&/‘/pydl/——/‘/apydy (4.7)

y ya que las cantidades subintegrales han de ser iguales para cualquier volumen V|
se obtiene:

V-J=— (4.8)

_pl/
ot
La Ecuacién (4.8) se conoce como ecuacion de continuidad de la corriente. Para

el caso de corrientes estacionarias, dp, /0t = 0, la Ecuacién (4.8) se convierte:

V-J=0 (4.9)
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Figura 4.1: Circuito RLC paralelo ideal para deducir la ley de corrientes de KIRCHHOFF a
partir de la ecuacién de continuidad de la corriente en su forma integral (4.6). El cémputo
del flujo de la densidad de corriente a través de la superficie S conduce a la suma de
las corrientes que abandonan el nodo superior del circuito: [¢ — >,,. La corriente del
generador ha de sumarse con polaridad negativa de acuerdo a la convencién de la Teoria

de Circuitos.

Para el circuito de la Fig. 4.1, la integracién de la Ec. (4.9), a través de la

superficie que encierra el nodo superior, da lugar a:
fJ-ds:o (4.10)
S

> I,=0 (4.11)

la cual se conoce como la ley de corrientes de KIRCHHOFF.

4.1.2. Tiempo de expansion o de relajacion

Al depositar cierta cantidad de cargas libres en un medio material, caracterizado
por una conductividad ¢ y una permitividad eléctrica e, éstas tenderdn a expandirse
en €l por la accién repulsiva del campo propio. En un punto cualquiera del medio
la densidad volumétrica de cargas p, tenderd a disminuir por la «relajacion» del
material, o la «expansion» de las cargas, de acuerdo a la Ecuacién (4.8), la cual,
tomando en cuenta que J = 2D y que V - D = p, puede ser escrita de la forma:

dp, o
+—p, =0 4.12
La solucién de la Ec. (4.12) es

g

Py = poe <" (4.13)
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donde py es el valor inicial de la densidad volumétrica de carga en el punto.

La constante 7 = £ se conoce como tiempo de relajacion, y permite cuantificar
la rapidez con que las cargas se expanden hacia la superficie del medio material.
La constante de relajacion también nos permite clasificar el medio material como
dieléctrico, si la expansion de las cargas ocurre muy lentamente, o como conductor,

si la relajacion del medio ocurre muy rapidamente.

4.1.3. Resistencia

En la figura 4.2 se muestra un trozo cilindrico de un
material con cierta conductividad homogénea. Tomando
como referencia dicha figura y a partir de la ecuacién
puntual de OHM (4.5), podemos escribir para el volumen

del material:

AN

ST

Jd:/ Ed '
J 7= [ 0B ds

Asumiendo que E es uniforme y que se desarrolla para- Figura 4.2: Cilindro de ma-

S

lelamente al eje del cilindro, definiendo el diferencial de terial conductor de longi-
volumen como dv = dfds, y tomando d¢ || E podemos tud L, area transversal Sy
escribir: conductividad homogeénea

g.

/ Ja; déds = / oEa, dlds
14 14

y como a; = a, resulta

/ J deds — / oE dlds
1% 1%

Tomando en cuenta que J es uniforme y que Jds = dI, siendo dI la corriente
diferencial que atraviesa el diferencial de superficie ds, serd [, J d¢ds = IL, donde
L es la longitud del cilindro e I la corriente que circula por él. De manera analoga,
tomando en cuenta que Fdf es la diferencia de potencial AV entre los extremos del
diferencial de camino d/, serd [, oE dfds = cAV'S, donde S es el area transversal
del cilindro y AV es la diferencia de potencial entre los extremos del mismo. De esta

forma obtenemos:

IL=0AVS

Y de aqui:
N
I oS



La cantidad %, que depende solo de la geometria y de las propiedades intrinsecas
del material, se denomina resistencia R del sistema estudiado (figura tal). Para un
sistema genérico (cierto material homogéneo con cierta conductividad o y cierta

forma geométrica) se define la resistencia:

AV —JTE-d¢f

h=== $s0F -ds

(4.14)
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Capitulo 5

Magnetostatica

5.1. Ley de fuerza de AMPERE

AMPERE determiné que la fuerza que experimenta un circuito Cy de corriente
continua I, debido a la «influencia» de un segundo circuito C; de corriente continua

I, ambos en el vacio, vale (Fig. 5.1):

Ho [ ' ar
Fyy =2 f Lae x% 1,de 21 5.1
21 ir Jo, 2dL2 o 1a€1 X R§1 ( )

donde j1g = 47 x 1077 [H/m]" es la permeabilidad magnética del vacio, Ra; = 1o —71

Yy ar,, = R21/R21-

Figura 5.1: Ley de fuerza de AMPERE.

La Ecuacién 5.1 se conoce como ley de fuerza de AMPERE.

IH=Henrios
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5.2. Campo magnetostatico

5.2.1. Ley de BIOT-SAVART

El término:

Ho AR,
B =" I,d#é; x 5.2
rJo, YT ORY (52)

que solo depende de la geometria y de la corriente del circuito C}, es el campo den-
sidad de flujo magnético o induccién magnética B [W/m?)? o [T]® producido

por el circuito C. La Ecuacién 5.2 se conoce como ley de BIOT-SAVART.

5.2.2. Campo magnetostatico producido por un carga pun-
tual que se mueve a una velocidad uniforme
El campo magnético producido por un elemento de corriente puntual se puede

definir a partir de la fuerza entre dos elementos infinitesimales de corriente, extra-
yéndola de la Ec. (5.1):

aR,,
2
R12

dFyy = Z—Olldel x I,dly x (5.3)
T

Al reemplazar los elementos infinitesimales

j‘j/ R de corriente [1d€; y I,dls en la Ec. (5.3) por
o , | elementos infinitesimales de corriente de convec-
S cion:
¥ i
O dF12 = @pyldyl'vl X pygdl/g’vz X R212 (54)
4T Ry

Figura 5.2: Carga puntual con velo-
y al poner p,1 = i6(r —71) y pu2 = q20(r —72),
se obtiene:

cidad v.

AR,
2
R12

Fiy = Z—i%’Ul X Q22 X (5-5)

Finalmente, al dividir la fuerza Fi5 entre el elemento de corriente puntual ¢;vq
y al tomar el limite ¢;v; — 0, obtenemos el campo magnético producido por ¢vs

en el punto ra:
Fiz o ar
B12 = lim = X 212
av1—0 quvy 4Am Ry,

(5.6)

2W=Weber
3T=Tesla
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De esta forma definimos el campo magnético en r producido por un elemento
puntual de corriente gv puesto en ', despreciando los efectos relativistas y el retardo

de propagacion del campo, mediante la expresion:

a
B(r) = Z—;qv X Fg (5.7)
donde R=r—17"y ar = R/R.

Obsérvese que el campo magnético se puede expresar de la siguiente manera

equivalente:
Ho QR
B =—qu X —

Ar ! R?

= [LpE9 U X 4_ar
\0/-9 471'80 R2
1/62 N————

E

v

= g x K

donde FE es el campo eléctrico producido por q.

5.2.3. Campo magnetostatico producido por una distribu-

cion cualquiera de corriente

En la Fig. 5.3 se muestran diferentes distribuciones idealizadas de corriente, a
saber: una distribucion discreta de cargas con velocidad uniforme v, una distribu-
cién lineal de corriente I,(r'), una distribucién superficial de corriente J (') y una

distribucion volumétrica de corriente J, (7).

7
pr
N
v (r')ds’
o . ‘

(a) Puntual de conveccién (b) Lineal (c) Superficial (d) Volumeétrica

Figura 5.3: Diferentes distribuciones de corriente.

Las expresiones del campo magnético producido por las distribuciones de co-
rriente ilustradas en la Fig. 5.3 se muestran en el Cuadro 5.1.

La formula en la cuarta casilla del Cuadro 5.1 es, entre todas, la mas general
expresion del campo magnético:

Ho aRr
B - /V ') x Ty (5.8)
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Cuadro 5.1: Campo magnético producido por las diferentes distribuciones de corriente

ilustradas en la Fig. 5.3.

Tipo de distribucién de corriente Campo magnético

Puntual de convecciéon | B = >, K g, v, X 2En
n

Distribucién lineal B =12 §o 1dl' x 3&

Distribucién superficial | B =

§E

Jor Js(r") x B ds’

P (o e N o ag 1./
Distribucion volumétrica | B = 42 [, J(r') x H dv

5.3. Divergencia del campo magnetostatico

Calculemos la divergencia del campo magnético:

_v.|Ho Ny OB o
V.B-V [4 JRLOR du}

T R2
_ Mo . " @R /
_47T/V/v [J('r)x Rz} v

usando la identidad vectorial V- (F x G) = G- (V x F') — F - (V x G) obtenemos

Ho ar Ho ar
v-B-1t V/ﬁ-[VxJ(’r')]dl/—ﬂ/v/J(r’)- Vxﬁ} '

y tomando en cuenta que VX opera sobre las variables no primadas y que J(r') es

una funcién de la variables primadas, y que V x %% = 0 (porque # = -V %)),

sigue que

V-B=0 (5.9)

5.3.1. Vector potencial magnético

En virtud de la Ecuacién (5.9), el campo de induccién magnética B se podra

expresar como el rotacional de cierto campo auxiliar A:
B=VxA (5.10)

donde A es el Vector Potencial Magnético, el cual, invocando el Teorema de

HELMHOLTZ, viene dado por:

A

! / VXB 4, (5.11)

:EV R
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Al «manipulary licitamente la Ec. 5.8 se obtiene:

B=L0 [ gy« 22av =10 | v(l) « J(r') d/

Ar v R? Cdr vy R
—V x [i 5 “Ogr/) dz/] (5.12)
de donde, por comparacién con la Ec. (7.22), sigue que:
= i » %@ dv/ (5.13)

Ejemplo Se desea calcular el campo A en el punto P(0,0,5) producido por una

corriente de % nA que se desarrolla a lo largo de una espira circular de radio 2 m

la cual yace sobre el plano z = 0 y su centro coincide con el origen.

Solucién La expresion general del Vector Potencial Magnético dada en la Ec.
(5.13) consiste, a menos de la constante £2, en la suma vectorial de los elementos
de corriente pesados por el inverso de la distancia al punto de observacién. Para el
caso de una distribucion filamentaria, la Ec. (5.13) asume la forma particular

4 bl [ de
A7 Jrr R
Ya que el punto considerado equidista R = /29 m de todos los elementos de

corriente, sera

I
A(0,0,5) = Z—i\/—Q_g ) ar

= 0

5.4. Rotacional del campo magnetostatico

El campo magnético —ver Cuadro (5.1)— parece «rotar» alrededor de las corrientes
que lo producen, por ello, y con base en la comparacién de las Ecs. (5.11) y (5.20),
anticipamos que su rotacional, que consiste en la densidad de sus fuentes vectoriales

por unidad de area, debe coincidir con pgJ.

V x B = pyJ (5.14)
El Célculo de V x B a partir de la expresion general de B —Ec. (5.8)— es bastante

engorroso, sin embargo, para fines didédcticos en la Seccién (5.9) presentamos dos

formas de calcularlo.
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5.5. Ley circuital de AMPERE

Las Ecuaciones (5.9) y (5.14) constituyen la ecuaciones de Maxwell del campo

magnético estatico:

V x B = ppJ (5.15)
V-B=0 (5.16)

Las versiones integrales de las ecuaciones 8.23 y 8.4 son, respectivamente:
fB-dﬁ:Mo/ J-ds (5.17)
c 5(C)
]{B-ds=0 (5.18)
5

La Ecuacion 5.17 se conoce como ley circuital de AMPERE.

En algunos casos de elevada simetria de la distribucién de corriente es posible
resolver facilmente el campo magnético usando la Ley Circuital de AMPERE en
forma integral. Para ello es necesario poder inferir a priori la estructura del campo
en un sistema de coordenadas en el cual dicha estructura quede expresada de manera
natural. Si, inferida la estructura del campo, resulta posible concebir un camino
cerrado especial, digase I', de modo que el campo magnético sea en cierta porciéon
de I' tangente y uniforme, y en el resto de I' simplemente normal o nulo, entonces
la componente tangencial B; se podra factorizar de la integral de linea y se la podra
calcular como la razén de la corriente que se eslabona con I' a la longitud de la
porcion de I' tangente al campo B, pesada por p:

I eslabonada con I'

B, =
¢ = Ho longitud de la porcién de I' tangente a B
Ejemplo Se desea calcular el campo magnético B que produce una distribucion

de corriente J = 24(p — a)a, A/m? como se ilustra en la Fig. 5.4(a).

Solucion En la aplicacion de la Ley Circuital de AMPERE para resolver el
campo magnético, es imprescindible inferir a priori la estructura del campo. La
inferencia de la estructura del campo parte del intimo conocimiento del campo que
nos proporcionan las Ecs. (8.23) y (8.4). De la Ecuacién (8.23) comprendemos que el
campo B rota, o circula, transversalmente alrededor de sus fuentes (las corrientes).
Por ello, no queda otra alternativa que admitir que el campo que deseamos resolver

ha de tener la estructura

Bpa, ;p<a
=% 7’ (5.19)
0 ip>a
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(a) (b) (c)

Figura 5.4: Distribucién de corriente J = 26(p—a)a, A/m?. a) La corriente se distribuye
sobre la superficie p = a en direccién de a,. b) Una distribucién como esta se puede
obtener de una similar sobre la superficie de un toroide, cuyo radio r tiende a infinito.

c) Eleccién de una curva I' cerrada para la aplicacién de la Ley Circuital de AMPERE.

Para aquel lector a quien resulte dificil aceptar la validez de esta expresion puede
proceder imaginando la corriente como distribuida sobre la superficie cilindrica de
un toroide de radio infinito —ver Fig. 5.4(b)— , lo cual le ayudard a aceptar que
B = 0 para p > a. En admitir que la direccién del campo sea en a, para p < a no
creo que hayan mayores inconvenientes, pero su valor constante puede que no resulte
evidente a primera vista. Para comprobar que el campo magnético ha de ser uniforme
en la regiéon p < a podriamos postular, al contrario, que B = B,(p)a., ya que las

dependencias eventuales de B, con las variables ¢ y z si se pueden descartar de

manera obvia. Procediendo de esta manera comprobarfamos que Vx B = —a,, ‘9(% =+

0, lo cual implicaria la presencia de fuentes del campo en la region p < a, cosa que

no es cierta y por tanto 8;;2 = 0, comprobandose, efectivamente, que el campo ha
o

de ser uniforme en dicha regién.

Una vez determinada la estructura del campo (Ec. (5.19)) la seleccién de una
camino cerrado para calcular By es facil: en la Fig. 5.4(c) se muestra un camino
rectangular de altura h dispuesto sobre el mismo plano del eje z tal que uno de sus
lados se desarrolle en el interior de la regiéon p < a y otro completamente fuera.
Utilizando la Ec. (5.17), sustituyendo en ella B = Bya, y C =T, se podra despejar

By como

Jsh
Mo foh ds
= 2o
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y el campo magnético valdra B = 2pupa, T.

5.6. Medios materiales inmersos en un campo mag-

netostatico

Un medio material, desde el punto de vista magnético y macroscépico, se puede
pensar como una agrupacion de incontables dipolos magnéticos atémicos* suspen-
didos en el vacio, cuyas orientaciones en el espacio en la mayoria de los materiales,
a excepcion de los imanes permanentes, es talmente aleatoria que no es posible de-
tectar algiin campo magnético resultante. Para poder describir cuantitativamente la
interaccién entre un medio material y el campo de induccién magnética es conve-

niente revisar el concepto de dipolo magnético.

5.6.1. Dipolo magnético

Un dipolo magnético se puede definir a partir de un circuito cualquiera de corrien-
te observando el circuito desde una distancia tal que se lo pueda considerar como
un circuito puntual de corriente y que alli, sin embargo, su campo magnético no
sea nulo. Todo circuito de corriente observado desde una distancia apropiadamente
alejada es un dipolo magnético.

Con base en la Fig. 5.5 el Vector Potencial

A(r) producido por un circuito de corriente vale

Id¢

’

A(r) =10

= 5.20
A Jr|lr—7r (5:20)

Sin pérdida de generalidad, ubicando el ori-
gen lo mas cerca posible del circuito, procedere- Figura 5.5: Circuito I' genérico de
mos a evaluar A a una distancia suficientemente g rriente.
grande como para aceptar que max{r’'} < r, lo cual nos permitird, en las aproxima-
ciones que introduciremos de seguido, despreciar los términos en r’ de orden igual o

: L _ L _ a1
superior a dos. En efecto, el término |r — 7’|~ se aproximara por r~'(1 — 27-)"z,

2r-r! )——

y éste, truncando la expansién binomial del termino (1 — =5~)~z, por la expresion

(++ ’"T—QJ), de tal suerte de poder reescribir la Ec. (5.20) de la forma aproximada

(para r > 1'):
Afr)~ 10 {££d£+r—2 () dﬁ} (5.21)

47 |r

4La rotacién o spin de los electrones, asi como su traslacién alrededor del nicleo se pueden

modelar como sendos dipolos magnéticos elementales desde un punto de vista macroscopico.
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La primera integral es nula porque ¢.d€ = 0, mientras la segunda se la puede
resolver para obtener (pags. 190-191 de [6])

A@ﬁw%(éﬁﬂxd@x%% (5.22)
donde la cantidad entre paréntesis se denomina momento dipolar magnético
m = L .7’ x d€ [A-m?]. Aunque para obtener la Ec. (5.22) se ha ubicado el origen
muy cerca del circuito, se puede demostrar (pags. 369-370 de [16]) que el momento
dipolar magnético es independiente de la posicién relativa del origen del sistema
de coordenadas. El Vector Potencial magnético expresado en la Ec. (5.22) se puede
reescribir de la manera compacta

Ar) =~ o = (5.23)

e r3
El campo magnético B(r) producido por el circuito de corriente de la Fig. en

los puntos distantes 7 > 1’ se puede calcular tomando el rotacional de la Ec. (5.23)

(pag. 191 de [6]): ;
po [3m-r  m
el e (5.24)

Para un circuito de corriente en forma de espira circular (Figura 5.6), la integral

B(r")

% ¢ 1’ x dL coincide con el area S coplanar de la espira y el momento dipolar

magnético asume la forma:
m = Ira’a, = [Sa, = ma, [A/m?| (5.25)

donde I es la corriente que circula por la espira,

%a'n a es el radio de la espira, S el area de la espira

vy a, y el sentido de circulacién de la corriente
respetan la regla de la mano derecha.

Figura 5.6: Dipolo magnético. Los campos potencial magnético y magnético

producidos por un dipolo magnético, con m en

la direccion de a. y centrado en el origen, son, respectivamente:

Ho M X @
=— 5.26
A r? (5.26)
T 2
B = MOTBG (2 cosfa, + sinfag) (5.27)

Analogias con el dipolo eléctrico

Entre el dipolo magnético y el dipolo eléctrico existen evidentes analogias. En el

Cuadro 5.2 se resumen las principales propiedades asociadas a ambos dipolos.
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Cuadro 5.2: Analogias entre los dipolos magnético y eléctrico.

dipolo eléctrico dipolo magnético

momento dipolar p = qday, m = [Sa,
potencial asociado V= 47350 ”;‘;T A= ﬁm;“"
campo producido | E = -2 (2cosfa, +sinfag) | B = {275(2cosba, + sinfae)

5.6.2. Imanacién o polarizacién magnética

La imanacion o magnetizacion es la reacciéon natural de la materia ante un cam-
po magnético inicialmente externo. Esta «reaccién» se puede modelar mediante la
utilizacion del concepto previamente descrito del dipolo magnético.

.Y como reacciona un dipolo magnético ante la presencia de un campo magnético
externo?

La clave es la ley de fuerza de AMPERE: la fuerza magnética que experimenta una
espira microscopica debido a un campo magnético es nulo al asumir que el campo

B es el mismo en todos los puntos de la espira:
F={f1dexB = (j{[dz) x B =0

La espira experimenta entonces un torque T que es independiente del origen

respecto al cual se mide [14]:

T = j{r x dF (5.28)

:jirx([dﬁxB)

_ ( / Ids) « B
s(e)

————
m
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donde hemos tomado el centro de la espira (Fig. 5.6) como origen para el célculo

del torque.
T=mxB (5.29)

@g@&@®Q®& %%,%’Q? %«%%’%%

SV 5 4@ Yo oS
I R ¥ ¥ BN
Iades¥g Vg Yy ¥y

¥ & 0¥ NS NN N &

(a) Medio material no magnetizado (b) Medio magnetizado

Figura 5.7: Magnetizacién de un medio material.

En virtud de este torque, el dipolo magnético tiende a alinearse con el campo
magnético externo. Una generalizacion de esta idea al caso de una agrupacion conti-
nua de dipolos magnéticos, como seria el caso de un medio material —ver Fig.5.7(a)—,
permite inferir que cada dipolo magnético dentro del medio material tendera, dentro
de ciertos limites fisicos, a alinearse igualmente con el campo magnético externo. El

resultado es la imanacién o magnetizacién del material —ver Fig. 5.7(b)—.

Vector de magnetizaciéon

Magnetizado cierto medio, se define la siguiente densidad volumétrica de mo-
mento dipolar magnético (cantidad macroscépica) denominada vector de magne-

tizacién:
nAv

M = fim, U5 Al (530

De esta suerte, el diferencial de potencial magnético producido por la combina-
cién vectorial de los momentos magnéticos contenidos en un volumen diferencial de
cierto medio material vale:

M(r")dV x a
A — o M) L (5.31)
47 R?

El potencial magnético producido por la totalidad de los dipolos magnéticos del

medio material, se puede calcular como —ver Fig. 5.8(a)—:

A :@/ M(r) x ar dv/

47 Jv R?

o / ! 1) !

= M — .32
47r/w MXV(R v (5:32)
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Empleando la identidad vectorial V x (¢ F) =9V x F + Vi x F| la Ec. (5.32)

se puede reescribir de la forma

A=t [ M) x v %) v’

47
o [ TM) b [ (MY
xSy R v A7 v'V % R v

utilizando la identidad vectorial [, VX F dv = $q(y/) @n X F' ds se obtiene finalmente:

po [ In(r) 0 w0 [ Tem(T)
a=to [ mm gy o [ Som T .
i) R dv' + i) R ds (5.33)
donde
In(r) =V x M(r') (5.34)
Jsm(r") = M (v") x a, (5.35)

son las densidades de corriente de magnetizacion volumétrica y superficial, respecti-
vamente. Con la introduccién de estas densidades de corriente ficticias el problema
de calcular el campo de induccién magnética producido por un medio magnetizado
se reduce a una integracion similar a la que se tiene en los problemas de corrientes
reales. Este procedimiento implica que el medio magnetizado sea reemplazado por
las correspondientes densidades de corriente de magnetizacion Jg, v Jin, suspendi-
das en el vacio y distribuidas, respectivamente, sobre la superficie exterior y en el

volumen interior del mismpo medio —ver Fig. 5.8(b)-.

5.6.3. Ley de AMPERE en el interior de un medio material

Ya que un medio magnetizado produce un campo magnético, al tomar el rota-
cional del campo magnético en el interior de cierto medio infinitamente extenso,
deberan tenerse presente todos los tipos de corriente capaces de producir campo
magnético: V x B = ug(J + Jp). Queda claro, también, que al magnetizarse el me-
dio material, lo hara por la acciéon del campo de inducciéon magnética producido tanto
por las corrientes libres J presentes, como por las de magnetizacion J,,, =V x M

inducidas. Matematicamente:
VxB=pu(J+VxM) (5.36)

Las cantidades bajo el operador rotacional se pueden agrupar de la manera si-

guiente

v x <§ _ M) _J (5.37)
Ho
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(@
(a) Campo A producido por un medio magne- (b) Campo A producido por un medio magne-
tizado en términos de M directamente, tal que tizado en términos de J,,, = VX M y Jgpm, =
dm = M(r')dv. M X an.

Figura 5.8: Visi6n cuantitativa de la magnetizacién. En la Figura 5.8(b) se pretender
expresar que el medio ha sido substituido por las densidades de corriente de magnetizacién
Jem ¥ Jm, suspendidas en el vacio y distribuidas sobre la superficie y en el volumen

interior del medio, respectivamente.

La cantidad uﬁo — M de la Ecuacién 5.37, se puede concebir como un nuevo

vector, mas bien de caracter auxiliar que fisico: es el vector intensidad de campo

magnético H = :io — M [A/m], que depende solo de las corrientes libres:
VxH=J (5.38)
De la Ecuaciéon H = & — M se puede despejar B para obtener, luego, una

Ho
expresion de utilidad en una gran cantidad de aplicaciones

B = jiy (H + M) (5.39)

En efecto, en algunos materiales, el vector de magnetizacion M se puede expresar
mediante una funcién muy simple de la intensidad de campo magnético H. Para
ello, se define un parametro adimensional denominado susceptibilidad magnética
Xm: M = x,H, tal que, para estos materiales, la Ec. (11.154) se puede reescribir

de la forma

B = i (H + xnH) (5.40)
— 1o (14 xm) H (5.41)
——
Hr
w
B = uH (5.42)

donde p, y p son las permeabilidades magnéticas relativa y absoluta, respectiva-

mente, del medio. Los pardmetros x,, y p expresan, de manera concentrada, las
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propiedades magnéticas del medio. En el sistema mks la permeabilidad magnética

se expresa en unidades de Henrios sobre metro.

Aunque la relacion entre las cantidades H y B segun se expresa mediante la Ec.
5.42; es la méas difundida, una relaciéon mas conveniente, porque describe mejor la

realidad fisica del asunto es

H=,"'B

donde B ocupa el lugar de campo magnético primario, o campo fisico, y H de

campo auxiliar, como corresponde [17].

Cuadro 5.3: Otras analogias entre las polarizaciones eléctrica y magnética.

dipolo magnético dipolo eléctrico
M = lfma, o 252" [A/m)] P = limay o 2222 [C/m?
In(r") =V x M(r') Pupor(T') = —=V'- P
Jom (1) = M(7') X an, Papot(17) = P(r") - an(r’)
A= fp A e fo B s | Vo= o P ds 4 gl fy P v
H = ;% - M D=¢E+P
M =y, H P =cox.F
p= pio(1+ Xm) e =eo(l+xe)
H=,"'B D =cFE
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5.6.4. Condiciones en la frontera

En la frontera entre dos medios materiales, el campo magnético se comporta

como sigue:

(B1— Ba)-a, =0 (5.43)
an x (Hy — Hy) = J, (5.44)

5.7. Energia magnética

Ya que toda vez que se establece una corriente en un circuito se debe realizar un
trabajo en contra de la f.e.m. auto-inducida, mientras perdura la corriente, queda al-
macenada en la distribuciéon de corriente, o en el campo magnético que esta produce,
una energia magnética. La densidad volumétrica de energia magnética vale:

1

wn=5H B (5.45)

Para un circuito en particular, la energia magnética almacenada en su entorno
cercano se obtiene integrando la Ecuacién (5.45):

W, = % » H Bd/ (5.46)
la cual se extiende en el espacio hasta los puntos donde los campos posean un valor
significativo.

Una deduccién de la Ecuacion 5.45 solo serd posible cuando hayamos estudiado

la ley de induccién de FARADAY.

5.7.1. Inductancia

Todo sistema que pueda albergar una corriente tiene asociada cierta «capacidad»
para almacenar energia magnética. Una medida de esta capacidad es la autoinduc-

tancia o simplemente inductancia L:

i) B -ds
L =—= fs(mi (5.47>
I $r H -de
donde @ es el flujo total que se enlaza con el circuito de corriente, e I es la corriente
del circuito que produce el campo magnético B. El campo B de la Ecuacion (5.47)

se puede calcular a partir de la ley de BIOT-SAVART (5.2), de modo que:

s (4 o e x 58) - ds

L
I
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que al ser la corriente constante da lugar a:

M ar
L:—/ <j4de —>-d 5.48
47 Jsry \Jr % R? 8 ( )

De la Ecuacién (5.48) se desprende que la inductancia es una funcién de las
propiedades intrinsecas del medio —u— en el que se encuentra inmerso el circuito de

corriente y de la geometria de este —S(I') y I'=: L = L(medio, geometria).

5.8. Mini-proyectos

5.8.1. Mini-proyecto 1

Dada una espira rectangular de lado ¢ —ver Fig. 10.2— recorrida por una corriente

Iy, proceda a resolver los problemas que se plantean a continuacion.

AKI A£2 o o o

(a) (b)

Figura 5.9: (a) Espira rectangular bajo estudio. (b) Espira discretizada

1. Intente calcular el campo B analiticamente mediante los siguientes procedi-

mientos:

a) Por integracion directa: B = p /4w ¢ Ipdl x ar/R?.
b) Por diferenciacién de A: B =V x A, con A = u/4r ¢ [,de/R?

2. Intente calcular la inductancia L analiticamente como L = p1/47 [g)($p d€ X

ar/R?) - ds, o usando el resultado de la pregunta anterior.

3. Calcule el campo B analiticamente en el centro de la espira y evalielo para

un par de valores dados de Iy y /.
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4. Discretice la espira como se ilustra en la Fig. 5.9(b) escogiendo un par de

valores (N, M) convenientes, y:

a) Calcule el campo B en el centro de la espira (en la superficie plana que

2

contiene la espira) usando la aproximacion By, ~ plo/4mw S0 A, /R, .

donde R,,,, es la distancia desde el punto medio del segmento A/, al

centro de la espira.

b) Calcule el error relativo de B,,, respecto del valor obtenido en la pregunta

3. Concluya.

c¢) Calcule el campo B en el resto de los puntos centrales de cada superficie

incremental AS,, usando la misma aproximacién B,, ~ uly/47 >N AL, /R2, .

d) Calcule la desviacion relativa de estos valores (B,,) respecto del valor del

campo obtenido en el punto 4a (B,,,). Concluya.

5. Calcule la inductancia L mediante las siguientes aproximaciones, compare los

resultados y concluya:

a) L=p/4n ¥, 3, ALAS,, /R?,.

b) L =®/Iy, con & = B,,,S, donde B,,, es el valor del campo magnético en
el centro de la espira obtenido en el punto 4a y S es el area de la espira:

S=/x/.

5.9. Calculo del rotacional del campo de induc-

ciéon magnética

5.9.1. Procedimiento primero.

Témese el rotacional directamente de la expresién (5.8):

o Ho ’ apr /
V x B =V x —47T/V/J(r)><—R2d1/}
Ho ar
b /V/v x | J(r") ﬁ] ' (5.49)

usando la identidad vectorial:
Vx(FxG)=F\V-G)—-G\V -F)+(G-V)F - (F-V)G
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obtenemos:

Ho ar ’

o vl )xﬁ} dv
@ / ar ’ apr /
A1 V/J(T) v (RQ)] dv 47r/\// R? [V J ()] dv'+

o (Sv)aeha -2 [ e VIS (5.50)

tomando en cuenta que J(7’) no depende de las variables no primadas, las cantidades
subintegrales de la segunda y tercera integral del miembro de la derecha son nulas,

resultando nulas también las integrales correspondientes. Teniendo presente que V -

() =V [-V(p)]=-V3(g) =drd(r —7'):

—J0)- VIS = )V

= 5000 [ (|

v dado que
o frortgt] - [ (5 s

la Ec. 5.49, en vista de que V' - J(') = 0, se puede reescribir como:

VxB = ZO//J( Naro(r—r)dv' + > {47?/ V’.[J(r')n];sn/] dz/}an

n=u,y,z

(5.51)

La primera de estas integrales sera nula si se escoge el punto de observacion fuera
de la distribucién de corriente (r # '), ya que §(r — 7’) serd nula alli. Cuando se
evalte el rotacional del campo magnético en un punto dentro de la distribucion de
corriente serd J # 0, y la integral arrojara, a menos del factor 47, el valor de la
densidad de corriente en el punto de observacién. Por otro lado, la segunda integral

se puede resolver aplicando el teorema de la divergencia:

Mo n—n' ’ ’
B = 4 % : n
V x g + > { o B J(r')-ds } a

nN=z,y,z

=poJ ()

va que al evaluar el flujo de J a través de la superficie cerrada que delimita el recinto
donde se localiza la corriente, no es posible obtener un valor distinto de cero, pues

de lo contrario, el volumen V' no contendria toda la distribucién de corriente.

98



5.9.2. Procedimiento segundo

Toémese el rotacional de la Expresion (7.22):

VxVxA=VV-A-VA

y ya que tenemos libertad para fijar cualquier valor de V - A, asimase, por ahora

arbitrariamente, que V - A = 0, y resolvamos —VZA:

’
VA — —VQﬂ/ RAGOIW

4 Jvr R

__@ 2.](’)’") /
N 47T/V'V R v

___Ho P
- 47T/V,J(r)v = dv

donde se ha tomado en cuenta que V? = V"2 El cémputo de la integral [, J(r') V4 dv/
se debe realizar teniendo mucho cuidado. Para ello es conveniente recordar que
V?(1/R) = V' - (ar/R?) y que V' - (ar/R?) = 0 para todo r # . Asi, fijado el
punto de observacién en el interior de V', ya que fuera nos consta que V x B = 0,
justamente por lo que acabamos de observar, serd necesario aislar r de r’ durante el
proceso de integracion y calcular su contribucion por separado. Para ello se divide el
volumen V' en dos partes: V,, infinitesimalmente pequenio en cuyo centro se encuen-
tra el punto de observacién, y V' — V,, que contiene el resto de los puntos fuentes.

Como en V' — V, aun se cumple que r # 1/, alli serd V x B = 0. En cambio, en V,:

—ﬂ/ TV 2B qy = gy [ v 2R gy

47 Jv, R 47 Vi R?
Ho ar /
= Loy / ar 4
Am (v) So (Vo) R? 5
—47
= poJ (1)
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Capitulo 6

Del campo eléctrico al campo
magnético a través de la

relatividad especial

Introduccién

N este articulo abordaremos la teoria de la relatividad especial con la finali-
dad de deducir el campo magnético como una manifestacion «relativista»
del campo eléctrico. La teoria de la relatividad especial o restringida de

EINSTEIN se basa en la asuncién de dos postulados basicos:

1. El principio de relatividad en sentido restringido de Galileo, enunciado lite-
ralmente por EINSTEIN en la forma [18]: If, relative to K, K' is a uniformly
moving co-ordinate system devoid of rotation, then natural phenomena run
their course with respect to K' according to exactly the same general laws as
with respect to K. Este principio consiste en el hecho de que todos los eventos
fisicos transcurren de acuerdo a las mismas leyes fisicas en todos los sistemas
de referencia que se mueven con velocidad relativa uniforme, de tal suerte que
no es posible detectar el propio movimiento tinicamente a partir de mediciones
realizadas sobre aquellos eventos fisicos que ocurren en el propio sistema de
referencia. El conjunto de sistemas que satisfacen esta condicién se denominan

inerciales.

2. La velocidad de la luz es la misma para todos los sistema inerciales, y su valor

es de ¢ = 300000000 [m/s].
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6.1. Ecuaciones de transformacion de LORENTZ

La formulaciéon matematica de la teoria de relatividad restringida de EINSTEIN
se resume en las denominadas ecuaciones de transformacion de LORENTZ.

Tales ecuaciones de transformacién se defi-

z z'y nen con base a un par de sistemas inerciales,
—
uno designado con la letra K, el cual supone-
y Y mos unido a un observador en reposo, y otro,
—

y, designado con la letra K’, que se mueve respecto

- x' . . .
= del primero con una velocidad uniforme v —ver

K K'

figura 6.1-. Sobre ambos sistemas inerciales se
Figura 6.1: Par de sistemas inercia- definen apropiadamente dos sistemas de coorde-
les. nadas Cartesianas, (x,y, z) y (¢/, v/, Z), tales que

coincidan en el origen de referencia de los tiem-
pos de ambos y que el movimiento de K’ respecto de K resulte paralelo al eje x:
UV = va,.

Las ecuaciones de transformacion de LORENTZ se resumen en la tabla 6.1.

¥=v(x—-vt) | x=r (2 +vt)
¥ =y y=v
7=z z=2
t’:fy(t—%:c) :fy(t’—l—c%:c’)
1
1=

Cuadro 6.1: Ecuaciones de transformacién de LORENTZ.

Un par de consecuencias directas de la relatividad especial consisten en la con-
traccion (de LORENTZ) de la longitud en la direccién de movimiento y la dilatacién
del tiempo para aquellos sistemas inerciales en movimiento cuando se les mide desde
otro en reposo. Todo esto es por supuesto relativo, o sea: reciproco. Esto significa

que si un observador A, quieto, observase el movimiento de un segundo observador
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B, mévil respecto del primero, advertiria una contraccién de la longitud (en la di-
recciéon de movimiento) del observador B y veria transcurrir el tiempo de éste mas
lentamente que el suyo propio. Pero, el observador B, desde el moévil, se vera a si
mismo quieto y hard exactamente las mismas observaciones anteriores respecto del
observador A. ;Quién tiene la razén? La respuesta es: ambos y ninguno a la vez, sim-
plemente se trata de la imposibilidad natural de mantener alineados los respectivos

dominios espacio-temporales.

Otra importantisima consecuencia de la teoria de la relatividad especial consiste
en que la simultaneidad es también relativa: eventos simultdneos en un sistema
inercial dado, ya no lo son para el resto de los sistemas inerciales que se mueven

respecto de éste.

6.1.1. Contraccion de LORENTZ

Supoéngase que el observador B lee sobre el eje 2’ el valor de £, justo cuando
los origenes de ambos sistemas coinciden, momento en el cual ambos observadores
convienen en comenzar a medir el tiempo, esto es t = ' = 0. ;Qué valor de z le
asigna el observador A a f, asumiendo que desde su punto de vista hace la lectura
también en correspondencia de ¢ = 0, admitiendo que ambos observadores son ca-
paces de resolver el problema técnico que implica realizar la medicién (lectura de

{p) simultdneamente en su propio sistema de referencia?

Para contestar esta pregunta se utilizara la primera ecuacion de la segunda co-

lumna de la tabla 6.1:

x =" (ly+ vt

donde, como vemos, la lectura que se realiza desde el sistema K, a menos del factor ~,
no solo depende de la variable espacial ' = {; sino también del tiempo ¢’ asociado a
este punto. ; Cémo podemos conocer este tiempo t'7 Como sabemos que el observador
A hace la lectura de x en t = 0, t' se puede despejar de la ultima ecuacién de la

misma columna;:

v
O :t,+—2£0
C
14
!
t'=——b



y al sustituir, resulta:

x =7 by + vt
2
Tr =7 (fo — —2&))
¢
lo
r=—
~

El observador A aprecia una longitud menor a ¢y en un factor de %, siendo v tal
que 1 <~ < 0. Esto es: el observador A mide %’ metros, mientras el observador B

mide ¢y metros. Este fenémeno se conoce como contraccién de LORENTZ [19].

6.1.2. Dilataciéon temporal

Supéngase que para medir la duracién ¢, de algin evento en el origen de K', el
observador B dispone de un reloj en 2’ = 0, el cual sincroniza con dos relojes que el
observador A ha dispuesto en x = 0 y en x = 7ut{. Tal sincronizacién es realizada
justo cuando ambos origenes coinciden. El observador B mide, segiin su reloj, un
tiempo de ¢, segundos de duracién del mencionado evento. ;Qué duraciéon mide en
sus relojes el observador A? Para responder a esta pregunta utilizaremos la tltima

ecuacion de la columna de la derecha de la tabla 6.1:

v
poniendo z’ = 0, sigue que:

t =yt

El observador A mide un tiempo de duracién del evento en cuestiéon mayor de ¢,
en un factor de 7. Esto es: el observador A mide 7t{, segundos, mientras el observador
B mide t; segundos. El observador A ve como si el reloj del observador B se retrasara.

Este fenémeno se conoce como dilatacién temporal [19].

6.2. Transformacién de velocidades, masas y fuer-

Zas

6.2.1. Transformacion de velocidades

Dado un objeto que se mueve con velocidad v’ = v',a, + v, a, + v'.a. respecto

del observador B en el sistema K’, el observador A en el sistema K medird una
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velocidad v = v,a, +vya, +v.a,, donde las componentes (V,m, Vi V’Z) Y (Va, vy, V2)

se relacionan entre si mediante las ecuaciones de transformacion de velocidades que

se muestran en el cuadro 6.2 [13] —ver figura 6.2—.

v '
—> V.,V
W
) !
v,
v o
K K' X

Figura 6.2: Objeto con velocidades relativas v’ y v.

Cuadro 6.2: Transformacién de velocidades.

_ v/etv r Ve—VU
Ve = 174 0/2) Ve = T-(vaov/c?)
vy =Yy = Y
Y i+ (vyr/e?) Y 1= (vyr/c?)]
v, = vz v, = vz
2 [+ (v ev/c?)] z 7 y[1-(vev/c?)]

6.2.2. Transformacion de la masa

La masa no es una invariante relativista: su valor es distinto dependiendo de la
velocidad relativa de la particula respecto del sistema de referencia desde la cual se
la mide. Si se denota con mg la denominada masa en reposo de cierta particula y
siendo la velocidad de esta v' = v',a, + v, ay + V'.a. respecto del sistema inercial

K’, el observador B mide en el sistema K’ una masa par a:

\/1 _ (i)

c2

=71
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donde v, = 1/4/1 — v’2/c2, mientras que el observador A mide en el sistema K una

masa par a:

\/1 _ (V%—l—v%-‘,—vg)

c2

="2Myo

donde v, = 1/4/1 —v2/c2, siendo v = v,a, + vya, + v.a. la velocidad con que la
particula se mueve respecto del sistema K.

Usando las ecuaciones de trasformacion de velocidades dadas en el cuadro 6.2,
en uno y otro sentido, se obtienen las ecuaciones de transformacion de la masa que

se presentan en el cuadro siguiente [10]:

Cuadro 6.3: Ecuaciones de transformacién de la masa.

m:7<1+vé”—")m' m'zv(l—m)m

c2

6.2.3. Transformacion de las fuerzas

Como definicion de fuerza debe tomarse la razén de cambio del momento por
unidad de tiempo de una particula:

_dp

F =
dt

donde p es el momento de la particula y viene dado por: p = mw [20].
Como la masa y la velocidad son cantidades fisicas relativas, igualmente resulta
ser lo la fuerza. En la tabla 6.4 se muestran las ecuaciones de transformacion de las

fuerzas.

6.3. Transformacion de la ley de Coulomb
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Cuadro 6.4: Transformacién de la fuerza.

F,=F,+ 5% (V'sz; + V’ZFZ') F, =F, — 3= (v, F, + V. F,)

24v/ s c2—vgv

F!

F,=—3 Fr=—1%
Y T A1+ (Var/c2)] Y [l (var/c?)]
_ Iy r_ F.

P, = Y+ 2v/c2)] F= Y1=(var/c?)]
g En esta seccion se mostrara como la Ley de
K,K' Coulomb en el sistema de referencia K’ se trans-
forma en si misma y en La Ley de fuerza de Am-
q. \ pere, especializada para cargas puntuales, en el

Vv
sistema de referencia K.

Supoéngase que en el sistema K’ existen dos

cargas puntuales en reposo: (), puesta en el ori-
Figura 6.3: Cargas Q y ¢ en reposo  gen, y ¢, puesta en (2',y',0) —ver figura 6.3
respecto de K. Ambas cargas yacen, como se puede inferir, en
el plano 2’ = 0. La carga g experimenta una fuer-
za debido al campo electrostdtico E’ —ver figura 6.4(a)— producido por @ en el punto

ocupado por ¢ que vale:

(xla'w’ + y/a'y’>

donde se ha puesto k. = 1/4meq. Evidentemente:

F =k ﬁx’a /

x e(x/2+y/2)% v
Qq

o 'a

Fy - ke (1"2 N y’Q)%y a'y
F/.=0

En el sistema de referencia K, el observador A medira fuerzas y posiciones distin-

tas, las cuales se pueden estimar usando las ecuaciones de transformacion resumidas
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z
'
K K
B E
// V
14 X
(a) Las cargas Q y g se encuentran (b) Las Cargas Q y ¢ se mueven con
en reposo en el sistema K'. velocidad v respecto del sistema de

referencia K.

Figura 6.4: Campos observados desde los sistema de referencias K y K.

en los cuadros 6.1 y 6.4. Antes de proceder a realizar estas transformaciones se sim-
plificard el asunto asumiendo que éstas se haran justo cuando los origenes de ambos
sistemas de referencia coincidan, en cuyo caso se convendra que t' =t = 0. Proce-
diendo de esta forma se obtiene: 2’ = vz, y =y, 2 =0, F, = F,, F, = F',/v, y

F. = 0. De esta forma se podra escribir:

Fy =k @ 3 gay
(y2)* +2)* 7
F.=0

La componente F, se puede expandir de la siguiente manera':

B —kh—Y1 Y,
(yx)* + 277
B Qq Qq V2
= ke TVYQy — ke 7Y 5 Yay
2 2 2 2 2 2 C
(o) + 2] () + 2]
Qq ke Qqu
=k, ; 7Y ay + 2T, gvxas
() + 2 () + 2]
= k. 91 7YY@y + VX km&ﬂyaz
[(va)* + 92| () + 92

'Poniendo 3 = ¥, se tiene que v — 2 = (1 — 3?) = % = %
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donde ky, = k./c* = po/4m?. Juntando las componentes F, y F, obtenemos®:

Q
(y2)* + 42|

Qu
((y2)* + 42|

F =q k. 7 (yrag + yyay) + v Xk, yya.

2

Nl

WW%+W%M_XkQVMW%+W%)
((y2)* + 2] (y2)* + 2]

E B

=qq ke

(6.1)

donde E y B son los campos eléctrico y magnético, respectivamente, producidos
por @ desde el punto de vista del observador en el sistema K —ver figura 6.4(b)—.
La ecuacién (6.1) se puede reescribir de una manera mds conveniente tomando

en cuenta que:

Kw)+y} (122 +12)
(zay + yay)

W%+W%_@%+wwv
3
2

1
(1-p2)7
<12+2272252)%

1
donde r = za, + yay,, r = (z* + y*)2 y a, = r/r. De esta suerte la ecuacién (6.1)

se puede reescribir de la manera:

F—yg ka ALY (6.2)
E B

donde f = (1— %) / (1 - y*3/r®)"".

La ecuacién (6.2), a menos del factor relativista f, se conoce como fuerza de
LORENTZ y comprende la ley de COULOMB y la ley de fuerzas de AMPERE, res-
pectivamente. El factor relativista f para velocidades pequenas se puede considerar
practicamente igual a la unidad: f =~ 1 para v < c.

2c =1/ /o0

U X (V2as + Yyay) = vag X (Yrag + yyay) = vyya
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6.4. Conclusion

De todo lo anterior se puede apreciar que el campo magnético ha «aparecido»
como una consecuencia de haber observado la fuerza Coulombiana entre dos cargas
desde un sistema inercial respecto del cual las cargas no se encuentran en reposo.
Esto sugiere que la naturaleza del campo magnético no es distinta de la del campo
eléctrico: el campo magnético es, precisamente, una manifestacion relativista del

campo eléctrico.
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Capitulo 7

Campos variables en el tiempo

7.1. Ley de induccién de FARADAY

En los materiales con una conductividad dis-
tinta de cero, se inducen corrientes de conduc- B = B(t)

cién si se «sumergen» en un campo magnético T T T

_)i (t)

H

al variar el campo de induccién magnética B se Figura 7.1: Espira conductora en

variable en el tiempo. Con relacion a la figura

7.1, FARADAY (alrededor de 1831) observé que

engendraba una corriente en la espira conducto- presencia de un campo magnético
ra. En particular, tomando como referencia las variable en el tiempo.

direcciones del campo B y la corriente I indi-

cadas en la figura 7.1, se observa que al incrementarse B la corriente decrece, y
viceversa, al disminuir B la corriente aumenta. El establecimiento de esta corriente
se atribuye a la «induccién» de una fuerza capaz de realizar trabajo sobre los por-
tadores de carga del medio conductor. El trabajo por unidad de carga que realiza
esta fuerza, que bien pudiera llamarse trabajo, se denomina fuerza electro-motriz,

abreviadamente f.e.m., y se define como sigue:
fem. = 7{E -de (7.1)

En la Ecuacién (7.1) se asume que un campo de naturaleza eléctrica, E, es respon-
sable de este trabajo. Ciertamente, tal campo eléctrico no es de naturaleza conser-
vativa.

La relacién cuantitativa establecida experimentalmente por FARADAY entre la

variaciéon temporal del campo magnético B y la «fuerza electro-motriz» tiene la
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siguiente forma:

d
E.d¢= - —38
espf
fem. = _d B -ds (7.2)
em=—q fo .

La Ecuacién (7.2) debe leerse de la siguiente manera: dado un campo magnético
B, variable en el tiempo, y prefijado un cierto camino cerrado en la regién de
existencia del campo magnético, imaginario o real, que bien pudiera ser una espira
conductora C.gp,, sobre tal camino se induce un campo eléctrico capaz de realizar
un trabajo por unidad de carga, a lo largo del circuito, par al flujo de la razon de
cambio temporal del campo magnético a través de una cualquiera de las superficies
definidas por el camino mismo. La relacién espacial entre los campos inducido —
E- ¢ inductor ~-0B/0t- es de mutua ortogonalidad. El signo menos en la Ec. (7.2)
se conoce como Ley de LENz. La ley de LENZ establece que la f.e.m. que se
induce en la espira por la accién del flujo magnético primario, o exterior, es tal que
la corriente engendrada produce un flujo magnético secundario contrario al flujo

magnético primario, produciendo un flujo resultante menor [21].

7.1.1. Conductor que se mueve en un campo magnético

Si un conductor se mueve con velocidad v en una regién en la que existe un
campo magnético B t-invariante y uniforme (ver Fig. 7.2), todos los portadores de

carga dentro del conductor experimentan una fuerza dada por:
F =q(v x B) (7.3)

La Ecuacién (7.3) forma parte de una expresién de la fuerza atin més general,
denominada fuerza de LORENTZ, la cual tiene en cuenta la accién de los campos

tanto eléctrico como magnético:
F =q¢(FE+v x B) (7.4)
La componente magnética de la Fuerza de LORENTZ por unidad de carga:
—=vXx B
q

se puede considerar, desde el punto de vista de la propia carga, como una suerte de

campo eléctrico: E = v x B, de modo que para un circuito en el que una o mas

111



G

AN
....x.....

A..

~

o RS

Figura 7.2: Induccién por movimiento. Cierta barra conductora se desplaza a velocidad v
sobre un par de rieles, conductores también, en una regién en la que existe cierto campo
B uniforme . Todos los portadores de carga en la barra experimentan una fuerza por
unidad de carga dada por v x B. Solo los electrones podran moverse dando lugar a una

corriente I que queda limitada por la resistencia R en serie con el circuito.

de sus partes, o todo él, presentan un movimiento relativo respecto de un campo
magnético exterior, se puede definir una trabajo por unidad de carga, o f.e.m., no
nulo, dado por:
F
j{ il -dezf(uxB)-de
r q r

~—
E

ﬁE-dezﬁ(uxB)-de

f.em.

7.1.2. Caso general de la induccién

A_’__i__B/./:
sumannros [ S

e sur
7

b
(a) Por traslacién del circuito (b) Por rotacién del circuito

Figura 7.3: Mecanismos de induccién de la f.e.m. de generador o de movimiento.

Muy corrientemente se suele separar la f.e.m. inducida por la variacién temporal

del campo magnético de la inducida por el movimiento relativo del circuito, denomi-
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nando f.e.m de transformacion la primera,y f.e.m de generador, o de movimiento,

la segunda [4]:

0B
fE-dﬁ: [ 22 as +7§(uxB)-d£ (7.5)
r sy Ot r
f.e.m.de transformacion f.e.m. de generador

También se suelen englobar ambas f.e.m. en una tnica ecuacion
ﬁE-de:—% [ B-ds (7.6)

donde queda sobrentendido que el flujo [¢. B - ds puede variar en el tiempo porque
el campo magnético sea t—variante: B = B(t), o el circuito se deforme —Fig. 7.2—
se traslade —Fig. 7.3(a)-, o rote —Fig. 7.3(b)—, en el tiempo: Sr = Sr(t), o ambas
COsas.

Para comprobar el caracter general de la Ec. (7.6) procederemos como sigue
partiendo de la forma compacta
do
dt

donde ® = [5 B -ds, siendo St una cualquiera de las superficies definidas por el

fem.=—

circuito I' en el que se desea determinar la f.e.m., pudiendo ocurrir que tanto el
campo magnético B = B(t), como la superficie St = Sr(t) varien con el tiempo.

Se tiene

i—f = lim é [ /S oay Bl A ds— [ B(D) ds] (7.7)
donde Sr(t) y Sr(t + At) son las superficies definidas por el mismo circuito en los
instantes t y t + At, respectivamente, las cuales pueden ser, en general, distintas
(ver Fig. 7.4).

Si en el intervalo At el circuito ha cambiado, por deformacion, traslaciéon o ro-
tacion, las superficies Sp(t) y Sr(t + At) en conjunto con una superficie que de-
notaremos Sy, la cual se puede pensar como el area barrida por la deformacion,
traslacion o rotacion del circuito en el intervalo At, conforman una superficie cerrada
S = Sr(t)+Sr(t+At)+ Spat. Ahora bien, si el campo magnético varfa continuamente

: . : , _ OB(t
y con suavidad se podra expandir de la forma: B(t+ At) = B(t)+ alf JAt+T.0.S.,

y al despreciar los términos de orden superior, la Ec. (7.7) asume la forma

do 1 0B (t)
C=lm [ B@-ds+ [ T=UArds- [ B()-d
dt a0 Al l Sr(t+At) (t)-ds + Sr(t+At) Ot ° Sr(t) ®) S]

(7.8)
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T(t+ At)

[N
.......

re _/

ds =d{ x vdt

Figura 7.4: Circuito que cambia por deformacién, traslacién o rotacion. En ¢ el circuito
es de la forma I'(¢) y tiene asociada una familia de superficies abiertas Sr(t). En ¢t + At
el circuito es de la forma I'(t + At) y tiene asociada una familia de superficies abiertas
Sr(t+ At). En el intervalo At el circuito «barre» una superficie Sy, Un diferencial de
superficie sobre Sy,; tendra la forma de ds = d€ x vt si sus dos lados se toman paralelos

a I' y a la velocidad v, respectivamente, como se indica.

tomando en cuenta que [ gy V - B(t)dv = [ yan B(t) -ds — [g. ) B(t) - ds +
Js,., B(t) - dsge y que V- B = 0, resulta

dd 1 0B(t)
dt Air—l}O At Seat ( ) d?’_/se; * ( Sr(t+at) Ot S) (7 9)
Xvdt

En la Ecuacion (7.9) el diferencial de superficie sobre Sy, tendré la forma dsg,; =
df x vt si sus dos lados se toman paralelos a I' y a la velocidad v, respectivamente,

como se muestra en la Fig. 7.4, y la integral de superficie se podra expresar de la

A
forma [g, . = $r@ o b

At 0B(t)
— B(t)-d dt -ds | At
7{“(1&)/0 (t) - dé > vt + (/Sr(t-i-At) ot S)

1 0B(t)
= lim — |- B(t) - A ~ A
AIS0 A [ (ﬁ(t) (t) - dex V) t </sp(t+m) ot ds) t]

0B(t)
= — B(t) - de
I(t) (®) Xyt Sty Ot

do

li 1
dt ~ arso At

- ds (7.10)

Usando la propiedad A- B x C = B - C x A, se obtiene finalmente:

do

fem. = T ﬁ(t) v x B(t) -deé—

0B(t)
Sty Ot

-ds (7.11)
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7.1.3. Forma diferencial de la ley de induccion de FARADAY

Al tomar el limite St — 0, de modo de reducir la superficie Sr y su contorno I'

a un punto (macroscépico), y usando el Teorema de STOKE, la Ec. (7.6) da lugar a:

lim E-dezlim—i B -ds

r—0.Jr Sr—0  dt Jsp
lim V><E-ds:lim—g B - ds
Sr—0.Jsp Sr—0 dt Sr
d
VxE-ds= - / B-ds
Sr—0 Sr—0

y en la medida que la superficie Sr se contrae, las cantidades subintegrales Vx E y B,
siendo funciones de buen comportamiento, tienden a comportarse como cantidades

constantes en los puntos de Sr, pudiéndose factorizar de sus respectivas integrales:

VxE-ds:—% / B -ds
Sr—0 Sr—0
VxE- / ds:—a—B- / ds
ot
SF—>0 SF—>0
oB
E=_-"= 12
V x o (7.12)

La Ecuacién (7.12) se conoce como Ley de Inducciéon de FARADAY en forma
diferencial o puntual. El campo eléctrico definido mediante la Ec. (7.12) es un campo
de naturaleza solenoidal, o sea un campo no conservativo, de lineas cerradas. Con
la Ec. (7.12) se completa el conocimiento del campo eléctrico. Se reconoce asi, que
el campo eléctrico posee dos componentes: una componente irrotacional, o estatica,
E;, y una componente solenoidal, o dinamica, E,: E = E; + E,, donde los campos

E; v E, quedan definidos de la siguiente manera:

VxE;=0 VxEsz—a—B
ot
V.-E = V.-E, =0
€0

Normalmente, sin embargo, se describe el campo eléctrico de la siguiente manera

concisa:

VXE:—%—? (7.13)

v-E= (7.14)
€0
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o equivalentemente (en el mundo macroscépico):

oB

VXFE=——

ot

V-D=p,

(7.15)

(7.16)

donde se debe distinguir la naturaleza distinta de las densidades volumétricas de

cargas que aparecen en las Ecs. (8.22) y (8.26): la primera incluye todo tipo de

cargas (libres y ligadas), la segunda incluye solo las cargas libres.

7.2. Corriente de desplazamiento de MAXWELL

En el Cuadro 7.1 se muestra el conjunto de leyes experimentales conocidas para

la época de  MAXWELL escritas usando la notacién moderna que debemos princi-

palmente a HEAVISIDE y GIBBS.

Cuadro 7.1: Resumen del conocimiento acumulado hasta la época de Maxwell.

FORMAS DIFERENCIALES

O PUNTUALES

FORMAS INTEGRALES O

GLOBALES

Ley de induccidn
de Faraday
Ley de Gauss

Ley circuital

de Ampere

Ecuaciones constitutivas

Ecuacion de continutidad

de la corriente

VxE=-2%
V-D =p,
VxH=J
V-B=0

D=:E, B=uH,

J=0F
81)
V~J:—7%

$s D -ds = [y(g) ppdv
prdEZIS(F)J-dS

$sB-ds =0

$sJ -ds = _% Jv(s) pvdv

MAXWELL observé la incosistencia existente entre las ecuaciones de la ley de

AMPERE y de continuidad de la corriente: al tomar la divergencia de la primera se
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llega a un resultado incoherente con la segunda: V- (V x H) =0 = V- J, pero, a su

vez: V- J = —%’t—”. MAXWELL debi6 corregir la Ley de  AMPERE anadiendo algo

al segundo miembro: V x H = J + algo, de tal suerte que al tomar la divergencia

de esta ecuaciéon resultase V - J = —V - algo. Al comparar este resultado con la

_9pv
ot
oD

se puede deducir, usando la Ley de GAuss (V- D = p,) que algo = %7 y:

ecuacion de continuidad de la corriente tendria que ser V -algo = Facilmente

VXH:J+68—13 (7.17)

donde el nuevo término 22 se denomina densidad de corriente de desplazamiento .
ot

7.2.1. Ecuaciones de MAXWELL

MAXWELL concibi6 la densidad de corriente de desplazamiento por la via del
pensamiento, y no experimentalmente, y al hacerlo estaba postulando la teoria mas

completa de la Fisica: la Teoria Electromagnética. El conjunto de ecuaciones:

0B
V.-D = p, (7.19)
D
V-B = 0 (7.21)

se conocen como las Ecuaciones de MAXWELL. Tales ecuaciones son ecuaciones
del punto o diferenciales y permiten explicar todos los fenémenos electromagnéticos
macroscopicos de la naturaleza. Las Ecuaciones de MAXWELL contienen el concepto
de accion contigua, en contraposicion con la accién a distancia, pues correlacionan
la razén de variacion espacial con la razon de cambio por unidad de tiempo de los
campos, lo cual implica que la evolucion de éstos no puede sino ocurrir mediante

pequenos (infinitesimales) pasos espaciales y temporales.

7.2.2. Potenciales retardados

De la Ecuacién (8.4) se desprende que B = Vx A, solo que A(r,t) # £ [, % dv'.
El vector potencial magnético ahora sera funcién del tiempo y su valor en un punto
dado sera funcién de la distribucién de corriente en un instante de tiempo anterior,
el necesario para que el efecto de J(7) ( 0 sea A) mediante una «accién contigua» se

manifieste en el punto de observacién r. Un expresion apropiada para A, tomando
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en cuenta este retardo, y asumiendo que la perturbacion A «viaja» de un punto a

otro a una velocidad v, es

A(fr,t)zﬁ J(r',t —R/v,)

dv/ .22
4r Jvr R v (7.22)

Otra consecuencia de las Ecuaciones de  MAXWELL es que E # —VV | ya que
V x E # 0. Sin embargo al sustituir en la Ec. (11.25) B =V x A:

0B

ot

0
= —EVXA

VxFE =

intercambiando los operadores % — VX

VxE = Vx(—%>

VX<E+8—A> =0

ot
de donde
0A
E+— = —
+ B \YA%
——
—Eg
———
E;
0A
E = —VV ———
E; ~>~—
E,
donde E, = —% y E; = —VV son las componentes solenoidal, o «dindmica», e

irrotacional, o cuasiestatica, del campo eléctrico, respectivamente.

Ciertamente el potencial V =V (r,t) # 7= [i % dv' y su causa —p, (7', t)- no
suceden simultaneamente: primero sucede la causa y luego sucede el efecto, de modo
que al observar el potencial en r en un instante de tiempo ¢ dado, la causa que lo ha
engendrado ha debido ocurrir un instante de tiempo anterior, digase t' =t — R/v,,
donde v, es la velocidad con que la accién de las fuentes se propaga hacia los puntos
contiguos alrededor y V—}i es el tiempo que tarda en ir del punto fuente 7’ al punto

de observacion r:

1 pu(r',t — R/vy)
 dme Jv R

Las funciones de las Ecs. (7.22) y (7.23) se conocen como los Potenciales Retar-

dados.

V(r,t)

4w/ (7.23)
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7.3. Revision del concepto de energia magnética

En el capitulo previo definimos la densidad de energia magnética para medios
lineales mediante la formula w,, = %H - B y advertimos que su deduccién no podia
ser posible hasta haber completado el estudio de la Ley de Induccién de FARADAY,
tema que finalmente hemos tratado. Procederemos de seguido a deducir esta expre-
sion usando como referencia un cuerpo conductor de la forma que se indica en la
Fig. 7.5 el cual se conecta eléctricamente por los extremos 1 y 2 con un generador

que forzara «suavementey» una corriente constante I, partiendo de un valor nulo.

Figura 7.5: Cuerpo conductor sobre el que se forzara una corriente I DC de manera

suave, y que servira de base para la deduccién de la expresion w,, = %H - B.

En t = 0 el generador empezara a inyectar cargas por uno de los extremos y
las evacuara por el otro, de tal manera de realizar un trabajo dw = AVdq sobre la
carga diferencial dg, siendo AV la diferencia de potencial entre los extremos 1 y 2
del conductor. Este diferencial de carga se incorporard a la corriente ¢ que empezara
a circular a través de la seccion AS; del conductor: i = [,g J - ds. Recordemos
que hemos asumido que la corriente serd inicialmente nula y por tanto la misma
serd una funcién del tiempo i = i(t), y que la haremos variar muy lentamente, o
suavemente, hasta alcanzar un valor constante I. Anticiparemos que esto ocurrird
después de T' s. Durante la evolucién de i(¢) se inducird un campo E, dado por

dA

E, = -5, donde A vendria dado por la Ec. (7.22). Si se asume que la evolucién

temporal de J sea suficientemente lenta, digase cuasiestatica, se podran despreciar

119



los retardos y aproximar A como A = fvc Y dy/, donde V¢ es el volumen
del conductor. En este punto es necesario precisar un poco mejor el cardcter suave
de la evoluciéon temporal de la corriente. Cuando exigimos una variaciéon lenta de

1 aA parta de

la corriente lo hacemos porque deseamos que la derivada tempora
un valor nulo (cuando la corriente alcance el valor constante I, la misma derivada
serd igualmente nula). Cabe preguntarse el porqué de esta premisa tan restrictiva y
particular. La respuesta es que no deseamos malgastar la energia del generador en
las variaciones del momento de las cargas ni en radiaciéon, sino utilizarla toda solo
en la creaciéon del campo magnético de I.

Volviendo a la expresiéon dw = AVdg, admitiremos que este trabajo debe ha-

cerse para vencer la f.e.m. inducida contraria, y su valor minimo, despreciando las

pérdidas éhmicas en el conductor, vale
2
AVdg = — / E.,dg - de (7.24)
1

y como dq = i(t)dt
dg = < /. - dsan) d (7.25)

Reemplazando la Ec. (7.25) en la Ec. (7.24) se obtiene

2
olw:—/1 E, (/ASJ(t)-dsan)dt-de

tomando d€ y a,, colineales con E (y por ende con J), siendo E = de modo

8t g
que las integrales anidadas ff v [as equivalgan a la integral sobre el volumen Vi del

conductor [y, el trabajo diferencial realizado se podra escribir como

dw = < oA Jdv)dt
Vo 8

De esta manera

dw 0A
at v ot
representa la rapidez con que la fuente externa al conductor crea el campo magnético,

-Jdv

o la rapidez con que la fuente transfiere su energia al campo magnético. Cuando la
corriente alcance su valor estable, lo cual ocurrira, segiin lo anticipamos, a los T

segundos, el campo magnético creado albergaré una energia par a

W, / ( Jdv) dt (7.26)
Vo 8
Ahora bien, como 2(A-J)=22.J + A -2 se podré escribir

ot

T DA T oJ
/( Jdv)dt: A-Jdv —/< A- —dv)d
0 0 Ve ot

Vo 8 t Vo 0
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y como [y %—‘;‘ ~Jdv = [ A- %—‘Z dv, lo cual comprobaremos mas adelante, sigue

que
1 T
Wyp==z/| A-Jdv
2 Vo 0
ysify, A-Jdv , = 0, entonces
1
Wyp==z/| A-Jdv (7.27)
2 Jve

representa la energia magnética almacenada en la distribucion de corriente y utili-
zada para crear el campo magnético correspondiente.

Ahora bien, expandiendo el volumen de integraciéon de la Ec. (7.27) hasta incor-
porar todo el espacio, remplazando J por V x H, utilizando la identidad vectorial
V- (AxH)=H -VxA—-A- -V x H, y sustituyendo V x A por B se obtiene

W, = % " H - Bdv (7.28)
porque al convertir la integral de volumen de V- (A x H) en la integral de flujo de
A x H a través de la superficie cerrada en el infinito, ésta se desvanece, toda vez
que el vector A x H decrece con el inverso del cubo de la distancia (A x H r%
), mientras que la superficie crece con el cuadrado (ds oc r?).

La cantidad $ H - B tiene dimensiones (Julios/m?®) de una densidad volumétrica
de energia, y se la denomina densidad volumétrica de energia magnética:

1

Wy = §H -B (7.29)
Comprobacién
Se desea comprobar que
0A oJ
92 Jav = / A- 224 .
v Ot J dv v 5 (7.30)
Para ello partiremos poniendo J =V x H
0A 0A
el ) 2 il
Jogr = Vi H
oJ OH
22— A el
ot VX
y usando la identidad vectorial V- (Ax B)=B-VxA—-A-V x B
0A 0A 0B
oH oH oH
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Al sustituir estas expresiones en la Ec. (7.30) y al expandir el volumen de integra-

cién desde Vi hasta incluir todos los puntos del universo, y al usar el teorema de la

Divergencia para convertir las integrales de volumen de los términos V - (H X %)

y V. (A X %—If) en integrales de flujo a través de la superficie en el infinito que

encierra el universo, resulta

0A oB
_ 2 d
v o T / H e dv
oJ OH
A-Zq = ‘B
A d o B

va que A o< 1, H o< % y ds o< r? las integrales §g  H x &4
son nulas.

Si el medio es lineal y no posee memoria sera

0B oOH
H. —dv= -Bd
/ - ot v Ve, O v
y por lo tanto
0A oJ
— - Jdv = A —d
Vo at J v Vo 675 v
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Capitulo 8

Ecuaciones de MAXWELL

Introduccién

Las ecuaciones de MAXWELL son :

0B
= —— 1
VxE& o (8.1)
V-D=p, (8.2)
oD
\V4 XH—J—FW (83)
V-B=0 (8.4)

donde: £ [V/m] es la intensidad del campo eléctrico, H [A/m] es la intensidad de
campo magnético, D [C/m.?] es la densidad de flujo eléctrico, B [T] es la densidad de
flujo, magnético, p, [C/m.3] es la densidad volumétrica de cargas libres y J [A/m.?|
es la densidad de corriente libre!.

Es conveniente acompanar las ecuaciones de MAXWELL con las ecuaciones

constitutivas de la materia:

D=¢& (8.5)
B=uH (8.6)
J =0€& (8.7)

donde € [F/m] es la permitividad eléctrica del medio, p [H/m] es la permeabilidad

magnética del medio y o [S/m] es la conductividad del medio.

TLas unidades de medida pertenecen al sistema internacional de unidades (SI).
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Las ecuaciones de MAXWELL también se pueden expresar de forma integral:

745~d£:—%/5~ds, fD-ds:Q (8.8)
L S S

f%dﬁ:%s/p-dsﬂ, Z{B-ds:o (8.9)

8.1. Balance energético instantaneo

Multiplicando escalarmente la Ecuacion (11.26) por el campo & y la Ecuacién
(11.25) por el campo H y restando a la primera la tltima de las ecuaciones que se

obtienen, resulta:

D
H-Vxﬁ—g-VxH:—H-%—?—S-J—E-%—t (8.10)

usando la identidad vectorial

V.- (AxB)=B - (VxA)—A-(VxB)

se obtiene: 0B 5
D
(& =—H ——E ——-E&- A1
V-(EXH) H BT 9 J (8.11)
la cual, para un medio simple, se puede escribir de la siguiente forma:
0
V-S:—a(wejtwm)—pg (8.12)

donde 8§ = € x H es el vector de sc Poynting instantdneo en [W/m?], w, = 1e&?
YV Wy, = %/JHQ son las densidades (volumétricas) de energia eléctrica y magnética,
respectivamente, las cuales se expresan en [J/m?] y p, = 0&? es la densidad (volu-
métrica) de potencia disipada en [W/m?| por efecto Joule (todas las unidades en el

sistema SI).

8.1.1. Teorema de POYNTING

La forma integral de la Ecuacién (8.12) se obtiene al integrar ambos miembros

sobre un volumen dado y al aplicar el Teorema de la Divergencia al primer término:

d
S ds=—— [ (w, md—/od 13
fi(v) s % V(w + wy,) dv Vp v (8.13)

En relacién con la Ecuacién (8.13) se enuncia el Teorema de POYNTING en sus dos

modalidades o regimenes.

124



Régimen de emision

En el régimen de emisiéon —ver Fig. 8.1(a)- el flujo §¢S - ds es positivo y se
debe interpretar de la manera siguiente: la cantidad de energia que fluye al exterior
de un volumen, a través de la superficie que lo delimita, debe igualar la razén de
disminuciéon temporal de la energia electromagnética en el interior, si en el interior

no se localizan fuentes externas del campo [5].

$5S-ds>0 S $58-ds <0 S
dgf, > dgf, /
m) +p°* <0 W) + ps >0
S S
(a) Regimen de emisién (b) Regimen de absorcién

Figura 8.1: Regimenes de emisién y de absorcion.

Es conveniente anadir, en este sentido, un término J¢* en el miembro de la
derecha de la Ecuacién (11.26) que modele las fuentes exteriores de los campos, en

cuyo caso se deberd modificar la Ecuacién (8.11) de la forma

8 exr
V'S__a(we+wm)_pa_p

donde p* = £-FJ* (p** < 0) representa la densidad volumétrica de potencia genera-
da en el punto a partir de la conversion de algtun tipo de energia no electromagnética

en energia electromagnética.

Régimen de absorcién

En el régimen de absorcién —ver Fig. 8.1(b)- el flujo ¢S - ds es negativo y se
debe interpretar de la manera siguiente: la cantidad de energia que fluye al interior
de un volumen, a través de la superficie que lo delimita, debe igualar a la suma
de la razon de crecimiento temporal de la energia electromagnética mas la potencia

disipada por conduccion en el interior.

8.2. Condiciones de borde
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En la superficie S; 5 de separacién de dos regiones .
p 1,2 p & medio 2
Qn

(Fig. 8.2) en las que, por razones vinculadas a las dis- g
1,2

El

tintas propiedades fisicas de los medios que llenan tales .
regiones, cierto campo manifiesta un cambio discreto, medio 1
el campo esta obligado a cumplir ciertas condiciones, Figura 8.2: Frontera S en-
las cuales se derivan de su estructura (especificada me-  tre dos medios distintos.
diante su V- y su Vx), denominadas condiciones de

borde. Sea A tal campo, y sea h el espesor alrededor de la superficie de contacto
entre las dos regiones en el que las propiedades fisicas de los dos medios cambian de

un valor dado en la regién 1, a otro valor en la regién 2. Las mencionadas condiciones

de borde se expresan de la forma:
an X (Ay — Ay) = }Lirr(l)(hV x A)
—
an- (A2 —Aq) = }llin%(hv -A)
ﬁ.

En particular, los campos eléctrico y magnéticos estan supeditados a las condi-

ciones de frontera o de borde que se muestran en el cuadro 8.1.

Cuadro 8.1: Condiciones de borde

Componente | Campo eléctrico Campo magnético
Normal (D — D) - ayn, = ps (B —B;)-a,=0
Tangencial | ap X (Ea —&1) =0 | ap X (H2a—H1) = Ts

8.3. Campos en el espacio ilimitado

La idea de campos en un espacio ilimitado se refiere a todas las soluciones po-
sibles de las Ecuaciones de MAXWELL ((11.25)- (8.4)) en una regién llena de un
medio simple de extension infinita o ilimitada, en la que no existen fuentes impresas
(externas, exteriores o forzantes) del campo. Estos campos, a su vez, se denominan
libres[5].

8.3.1. Ecuaciones de segundo orden

Es posible obtener, a partir e las Ecuaciones (11.25), (11.27), (11.26) y (8.4), y
asumiendo, como se ha indicado, un medio simple, i.e. homogéneo, lineal e isotrépico,

Ecuaciones de 2.° orden en funcién de solamente uno de los campos € y H.:
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0

VxVx’H:VxJJre%VxE (8.15)

VxVxE=

tomando en cuenta que

VxVxA=V(V-A) VA

se obtiene:

0

V(V-E) —VE= —H=V X H (8.16)
V(V-H)—V27{:VXJ+€%VXS (8.17)
de donde sigue:
1 0
[’ = - — 18
EVp+u8tJ (8.18)
D*H=-VxJ (8.19)

las cuales se denominan ecuacions ede D’ ALEMBERT y donde el operador [1? =
VZ— usg—i se denomina d’ Alembertiano.
Al no existir fuentes (p, =0y J =), las Ecuaciones (8.18) y (8.19) se convier-

ten en las ecuaciones vectoriales homogéneas de la onda:
1’ =0 (8.20)
(PH =0 (8.21)
Si los campos no variasen respecto al tiempo, las Ecuaciones (8.18) y (8.19) darfan
lugar a las ecuaciones vectoriales de POISSON y las Ecuaciones (8.20) y (8.21) a las

Ecuaciones vectoriales de LAPLACE. Cabe observar que, como veremos més adelante,

el campo electromagnético libre mas sencillo es la onda plana homogénea.

8.3.2. Ecuaciones de segundo orden de los potenciales

Ecuaciones de segundo orden de las funciones potenciales, similares a las Ecs.
(8.18) (8.19) y (8.20), (8.21), se pueden deducir de la manera que se describe a a con-
tinuacién. Partiremos de las Ecuaciones de MAXWELL (11.27) y (11.26), asumiendo
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un medio simple:

V-E= ’;—” (8.22)
VxB= ,ueaa—f +ud (8.23)
tomando en cuenta que:
B=VxA (8.24)
0A
— vy - 22 2
£ \A% T (8.25)
al sustituir estas expresiones en las Ecuaciones (8.22) y (8.23) se obtiene:
0A Py
= - === 2
\% ( \A% 5 ) . (8.26)
0 0
Vx(VxA = Heor <—VV - §> +ud (8.27)

usando las identidades vectoriales:

V- -Vp =V

VXVxF=V(V-F)-VF

y reordenando apropiadamente las ecuaciones resulta:

2 Pv 0

= _“(v. 2

vV 5 8t(v A) (8.28)
0? oV
2

_ — . - 2

V-A HE50 uJ+V(V A+,u€8t> (8.29)
Admitiendo la condicién de Lorentz:
ov

las Ecuaciones (8.28) y (8.29) se desacoplan y dan lugar finalmente a las ecuaciones

D’ Alembert de los potenciales:

?V L
A
VA — pe 5z = T (8.32)

Para el caso J = 0 y p, = 0, las ecuaciones anteriores se convierten en las
ecuaciones vectoriales de onda de las funciones potenciales:
o’V

VAV — He g =0 (8.33)
2
VA — Mﬁaa; =0 (8.34)
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8.3.3. Solucién de la Ecuacion de D’ ALEMBERT

La Ecuacién Vectorial de D’ ALEMBERT [z (7, t) = —y(r’, ') se puede resolver

aplicando por la izquierda el operador inverso ((J?)~!:
() 'C=(r.t) = (O°)7 [~y(r',t)]
x(r,t) = (O°)7 [~y(r', 1)

El operador inverso tiene la forma

@ 1= [ L1 gt ety ar
donde g(r,7’,t,t') es la respuesta impulsiva del medio y es la solucién de la ecuaciéon
DPg(r, v, t,t) = —0(x — 2)6(y —y)6(z — 2)6(t — t')

siendo 0(z—2")0(y—y')0(z—2")d(t—1') una fuente puntual impulsiva en (', y/, 2/, t').
Se puede demostrar que la forma de g(r,r’,t,t') es la siguiente

lr-(-2)

' =
g('r.”r.’ ) ) 47TR

por lo que la soluciéon de la Ecuacion de D’ALAMBERT ha de tener la forma:

/ t R

z(r, 1) = / , y(r47r—];_) 4/ (8.35)

Vamos a deducir de seguido la soluciéon dada por la Ec. (11.140) de una manera
que esperamos resulte natural e intuitiva.

Ya que la Ecuacién Vectorial de D’ ALEMBERT —p.e. (8.18), (8.19) y (8.32)— estd
compuesta, en coordenadas Cartesianas, por tres ecuaciones escalares de D’ Alembert

—p.e. (8.31)—, serd suficiente entonces resolver la ecuacion:

2 A
Vir — HESHT = Y (8.36)
donde z = z(t,r) y y = y(t, ).
El problema fisico modelado por la Ec. (8.36) se reproduce graficamente en la
Fig. 8.3.
En la Figura 8.3(a) unas fuentes se distribuyen en un volumen finito V', con
una ley de dependencia espacial y temporal de la forma y(¢, 7). Esta distribucion
de fuentes produce un campo z(t,r) en un punto de observacién r determinado. La

relacién de interdependencia entre las fuentes y el campo esta gobernada por la Ec.

(8.36).
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L ST ',/'
LY §(R)& 5(r)
~ T xRz . ST
AN AN anr? s
Yo Yo ®o
(a) Fuentes continuas distribui- (b) Fuente puntual en un punto (c) Fuente puntual en el origen.
das en un volumen finito V. excéntrico.

Figura 8.3: Distribuciones de fuentes continua y puntual que reflejan graficamente el

problema fisico modelado por la Ec. (8.36)

Para hallar la solucion de la Ec. (8.36) supondremos que las funciones z(t,7) y

y(t,r") describen procesos policroméaticos:
o(t, ) = F HX(f,r)) 2 / )el2mft 4 f (8.37)
ytr) =5 Y (L} 2 [T V(e (8.38)

donde las funciones X (f,7) v Y (f,7’) son las transformadas de Fourier de z(¢,r) y

y(t,r’), respectivamente:
X(f,7) = §la(t,r)} 2 / Je izt gy (8.39)
Y(f,r') =8yt r)} = / (t,r")e 72t qt (8.40)

Al sustituir las expresiones (8.37) y (8.38) en la Ecuacion (8.36) se obtiene:

2

VIE X ()} - e X () = - (Y ()
(v g ) X =5y
5V ) XU} = -5 ()

donde kK = w,/ue, con w = 2nf, se denomina nimero de onda. Y como esta

ecuacion ha de cumplirse individualmente para cada armoénico, sera:
V2X(r) + &*X(r) = =Y ('), para el arménico a fHercios (8.41)
La solucion de la Ecuacion (8.41) tendra la forma:
X(r) = (V2 + )7 =Y (") (8.42)
donde el operador inverso (V2 + x%)~! es una integral de convolucién:

X(r) = / G(r, ) [~ (#)] (8.43)
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la funcién G(r, r’) se denomina funcién de GREEN. La funciéon de GREEN satisface

la ecuacion:
d(r—r')
V2+r?)G(r )= —— 8.44
( T ) ('r,r) 47T"I°—r"2 ( )
donde §(r — 7’) /4n|r — 7’|? representa una fuente puntual puesta en v’ —ver Fig.
8.3(b)—, variable armoénicamente en el tiempo a la frecuencia f. La Ecuacién (8.44)
se puede escribir explicitamente en coordenadas esféricas, poniendo, por comodidad,
r’ = 0 —Fig. 8.3(c)—, de la forma siguiente:

144 o 4+ 26) = 6(r) (8.45)

——r2—G(r) + K2G(r) = 0 (8.46)

La solucién de la Ec. (8.46) se halla poniendo G(r) = Uir), en efecto:

e—jm" ejm*

G(r)=C +Cy ,

(8.47)

La solucién para una fuente puntual puesta en 7’ se puede obtener de la Ec. (8.47)
sustituyendo la distancia radial r respecto del origen por la distancia radial R res-

pecto de r':
e—jnR ej/@R

+ Oy

(8.48)

El término Cs 67}];1? representa una onda esférica elemental que se propaga desde el
punto 7’ hacia el infinito. El término Cgﬁ, en cambio, representa una onda similar
que se propaga desde el infinito hacia el punto r’. Esta tltima componente de la
solucion se debe descartar por razones fisicas: es una solucion anticausal. Luego, al

sustituir la solucién (11.121) en la Ec. (8.44) se obtiene:

—JkR

R

(V24 #%) O o = b — ) (8.49)

Al integrar esta ecuacion, respecto de 7, en un pequeno volumen V, alrededor de 7/,

se obtiene:

y gy e §(r —7')
e /V (V2 +#?) = dv = e et (8.50)
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Si V, — 0, para lo cual R — 0, y siendo dv o< R?, resulta:

—jkR 5(7“—’)“/)
C/ 2,28 g = [ AT
! v[,(V +K) R v, dm|lr — 7|2
~—— xR2

1
=% =1

01/ v2<%) d1/+01/-f2/ %du ~ 1

——
—0

01/0 V2 (%) v = 1 (8.51)

Tomando en cuenta que V*(1/R) = V - (—agr/R?), se puede aplicar el Teorema de

1
Cl/vov2<ﬁ> v = 1

01/V V-(—ap/R)dv = 1
C

apr
——.ds = 1
1?{50(\/(,) R?

la Divergencia

=—A4r
R (8.52)
VT 4n '
de tal suerte que:
67.]”‘7‘77',‘
Grr') =——— %
dnlr = (8.53)
e—]KR
CAnR

Y ahora, sustituyendo el resultado (8.53) en la Ecuacién (8.43), y sustituyendo
luego lo que resulta de esta operacion en la Ecuacion (8.37), tomando en cuenta que
S{x(t —to)} = X(f)e 92"/t obtenemos:

z(t,r) =3 H{X(f,r)}
_ 5 {(v? +12) 7 Y (s, 'r’)]}
=5 ety e

- /V §HG( e ) =Y ()]} dv (8.54)

§ ot e ViER]Y (f,97)]}

Y AT R @/
_ R

1 // y(t Up—’r) dv/

:Ev R
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donde v, = 1/, /1€ es la velocidad de propagacidn. Y las soluciones de las Ecua-

ciones (8.31) y (8.32) finalmente son:

_ R

V(t,r)= 471%_ /V , py (t R””’T/) dv/ (8.55)
_ R L

A(t,r) = ﬁ /V | Mdz/ (8.56)

Las funciones expresadas mediante las Ecuaciones (8.55) y (11.119) se conocen co-
mo potenciales retardados. Una manera compacta de expresar las soluciones
dadas por las Ecs. (8.55) y (11.119) consiste en poner: [p,],, = po (t - %,r’) y
J (t Lt 'r’) = [J]Up, respectivamente:

__7
Up

_ b [pv]e,
Vitr) = /V Lo ay (8.57)
A(t, ) = % 5 [‘Q”P dv' (8.58)

Tales soluciones reflejan matematicamente el hecho fisico de que los campos produ-
cidos por las fuentes se propagan a través del espacio, o medio, a una velocidad v,
finita. Por ende, los campos que en un determinado instante de tiempo observamos
en un punto son el resultado de la acciéon de las fuentes un instante de tiempo ante-
rior. Existe, efectivamente, un retardo entre la acciéon de las fuentes y el tiempo en

que esta accién se manifiesta en los puntos distantes de la distribucién.

8.3.4. Problemas

1. Un generador entrega al punto (z = 1,y = 1,z = 0) del espacio libre (vacio,

1
Voo
un segundo, toda la cual se transforma instantdneamente en campo electro-

= 3 x 10® [m/s]) un Julio de energia por segundo, durante

asulna que

magnético. Los campos eléctrico y magnético, pasado un segundo, satisfacen
ambos la Ecuacién de D’ALEMBERT homogénea:

2

9,
<V2 - u060@> Campo =0 (8.59)

a) Para un observador ubicado en el punto

(z = 300.000.000,5 x v/2,y = 300.000.000,5 X v/2,z = 0)

cuanto tiempo transcurre para que perciba el campo electromagnético.

b) Calcule el vector de POYNTING S.
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c¢) Evalte la integral de S a través de dos superficies cerradas S; y Sy cua-
lesquiera tal que: §g S -ds # §g, S - ds. Defina apropiadamente ambas
superficies e indique el valor exacto de ambas integrales, y comente, por

supuesto, que precauciones debe tomar con respecto al tiempo.

d) Razonadamente responda: ;Se podréa hacer circular una corriente de un
amperio sobre una resistencia de un ohmio en el punto del observador

extrayendo energia del campo electromagnético?.

2. Compruebe que la solucién de la ecuacion 5-Lr?2dG(r) + k*G(r) = 0 es
G(r)=C e—:w + ej:r. Ayuda: parta imponiendo que G(r) = UY).
3. Tomando en cuenta
» que la solucién de la ecuacién [’z = —y se obtiene aplicando por la

izquierda el operador inverso ((J?)~!
(O°) ' = (O%) ' (~)
z = (") (~y)
donde y representa las fuentes impresas, las cuales se localizan en cierto

volumen V', y x los campos producidos por estas fuentes en una regién

ilimitada,
= y que la expresion analitica de ((0%)~!( ) se conoce: ((0%)7!( ) = = fV, — }”" dv/
Escriba:
a) La solucién de la ecuacién *H =-V x J.

b) La solucién de la ecuacion [(12€ = Zg& + ,u%—{

4. Demuestre que las soluciones que se obtienen en (3a) y (3b) coinciden con
H="4ye=-VV-5&
identidad vectorial V x (pA) = Vo x A+ ¢V x A.

respectivamente. Ayuda: puede valerse de la

5. Dada la distribucion de cargas libres:

o(r)

42

pu(t,7") = Pycos(2m ft)
con f =3 MHz, calcule:
a) V(t,r).
b) Vi(t) =V (t,0p25 m) y Vo = V(t,0p5 m).

c¢) Realice una grafica de p,(t,r’), Vi y Vs versus el tiempo.
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8.4. Ecuaciones de MAXWELL en forma compleja

Dadas las ecuaciones de MAXWELL para campos que varian con el tiempo de

acuerdo a una ley arbitraria:

oB
VxE=—"= (8.60)
V-D=p, (8.61)
Vixn-—g+P (8.62)
ot
V-B=0 (8.63)

valen las siguientes consideraciones:

= Los campos con una dependencia generalizada respecto del tiempo constituyen,
en general, procesos policromaticos, o sea: poseen un espectro con multiples

componentes frecuenciales.

= Segun el andlisis de FOURIER, toda funcién arbitraria del tiempo se puede ex-
pandir en una combinacién continua (transformada de FOURIER), o discreta
(serie de FOURIER), de ciertas funciones elementales (autofunciones), corrien-

temente denominadas armdnicos.
= Cada armonico representa un proceso monocromatico.

= Los operadores diferenciales de las ecuaciones de MAXWELL son f-invariantes,

0 sea no varian con la frecuencia.

= Los resultados del andalisis de un proceso monocromatico, se pueden extender

de manera natural al caso policromatico.

8.4.1. Proceso monocromatico

Supongamos que los campos varian arménicamente respecto al tiempo. La ex-

presion del campo eléctrico tendra la siguiente forma:
E(t,r) = E(r) cos|wt + pe(1)] = Re{ E(r)el#=(M it} (8.64)

donde la cantidad compleja E(r)e’?<(™) o abreviadamente E, es el fasor campo

eléctrico asociado a E(t,r).
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Problema. En el espacio libre coexisten los siguientes campos eléctricos: a fy
[Hz]

Ey=(1-))2—22 (8.65)

y a 2fo [Hz]

Ey=02-79-(5-))% (8.66)

Se dispone de un par de sondas (antenas) orientadas una en la direccién de Z y
la otra en la direccién de ¢, siendo sus factores de antena iguales a 1 metro (esto
significa que el voltaje inducido en los terminales de tales antenas es igual a £ x 1
[V]). Ambas sondas se conectan con cables coaxiales de longitud despreciable con
relacion al menor valor de A a los puertos de entrada A y B de un osciloscopio. Trace
para dos periodos Tjy lo que debera observarse en la pantalla. Indique con claridad

las amplitudes y fases respectivas.

27T2f0t1 = 26.69

gl(t)a SZ(t)

@1 = —45°
2‘7Tf0t2 = 45°

1 1 1 1 1 1 1 |
0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 16 18 2

Figura 8.4: Grafica de los voltajes que deberian ser vistos en la pantalla del osciloscopio.

Resp.
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8.4.2. Algunas propiedades de los fasores
Para los fasores A y B valen las siguientes propiedades:

9] 9
T Re {A} =Me! 2 A
8tfﬁe{ } %e{at }

/%{A} dt:‘ﬁe{/Adt}

Re{A} = Re{cA}
Re{A+ B} = Re{A} + Re{B}

Ademas, vale el siguiente lema:

si Me{Ae’'} = Re{Be'} Vt - A= B

8.4.3. Ecuaciones de MAXWELL complejas

Para obtener las ecuaciones de MAXWELL en forma compleja (o en el dominio

de la frecuencia), podemos proceder de la siguiente manera sistematica:

0B
VXE= T
V x E(r) cos|wt + p.(r)] = —%B('P) cos[wt + @ (7)]
A , 9 A A
e(r) jjwty ¥ m(T) Jwt
V x R{E(r)e’?"e/*"} = atﬂ?{B(r)e”’ e’ }

%{V X E(r)ej“’e(r)ej“t} =R {—%B(r)ej“’m(r)ej“t}
%{[V X E('r)ej“"e(r)} ej“t} = %{{—]Q}B(r)ewm(r)} ej“t}
VxFE=—wB

donde E = E(r)e’9<") y B = B(r)e?*=(") son los fasores de los campos eléctrico y
magnético, respectivamente.

Por inspeccion de la definicion de fasor y de su relacion con el campo instantaneo
correspondiente, y de las propiedades y lema de los fasores, vemos que es posible
obtener las versiones complejas de las ecuaciones de MAXWELL de una manera
mas expedita, simplemente sustituyendo los campos por sus fasores, y la derivada

temporal % por el factor jw: % — jw. De cualquier forma obtendremos:
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Vx E=—jwB (8.67)
V-D=p, (8.68)
VxH=jwD+J (8.69)
V-B=0 (8.70)

8.5. Propiedades de los medios materiales en el

dominio de la frecuencia

Junto con las Ecuaciones de MAXWELL (8.67), (8.68), (8.69), y (8.70), debemos

escribir las ecuaciones constitutivas de la materia en forma compleja:

D =c¢cF
B=uH (8.71)
J=0cF

En las Ecuaciones (8.71) debemos advertir el cardcter complejo de los pardmetros
ey u. Estos pardmetros han de ser complejos porque los procesos de polarizacion
eléctrica y de magnetizacién ocurren con inercia, y esta inercia se manifiesta me-
diante un desfase entre los campos D y E, v B y H, respectivamente. Para medios
tipicos, este desfase tiene la forma de un dngulo no mayor de 7/2, o para los campos

Dy E, y [ para los campos B y H. De esta forma podemos escribir:

D=le’™E, 0<a< g
a (8.72)
B = |/~L‘67JBH7 0<8< )
Por consiguiente:
e =¢' —j¢" p=p" — " (8.73)
g =|e| cosa p =|p|cos B (8.74)
g’ =|e|sina p' =|p|sin 8 (8.75)

El pardmetro & se debe interpretar como la permitividad eléctrica del medio
en su sentido ordinario, y modela la propension del medio a polarizarse eléctri-
camente. El pardmetro €”, en cambio, modela la inercia del proceso de polari-

zacion, y permite cuantificar las pérdidas por calentamiento de la polarizacion.
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A través de la Body Tissue Dielectric Parameters Tool de la pagina web de la
FCC se pueden consultar los valores de ¢ y o para diferentes tejidos humanos.
Los parametros alli disponibles estan basados en el trabajo experimental sobre
Dielectric properties of body tissues de Camelia Gabriel publicados en el U.S. Air
Force Report AFOSR-TR-96.

El pardmetro y/, por su parte, se debe interpretar como la permeabilidad eléctrica
del medio en su sentido ordinario, y modela la tendencia del medio a magnetizarse. El
pardametro p”, en cambio, modela la inercia del proceso de magnetizacién, y permite

cuantificar las pérdidas por calentamiento de la magnetizacion.

8.5.1. Problemas

(a) Capacitor (b) Diagrama esquematico

Figura 8.5: Problema 2.

1. Tomando en cuenta el modelo equivalente de un capacitor real que se ilustra
en la Fig. 8.5, se comprueba que [ = I, + 1., que =YV yque Y = G+ jwC.
Asumiendo que J = [0 + jw(e’ — ") |E

a) Compruebe que G = (0 + we”)4 y C' = ’4, donde A es el drea de las

placas del capacitor y d la distancia entre ellas.

b) Si el capacitor lleno de aire presenta una capacitancia d-c de 3 fF, y
al llenarlo con aceite presenta una impedancia de (500 — ) x 103 [Q] a

w = 10°, determine ¢/ y €’ asumiendo o = 0.

2. Considerando J (¢,7) = Jy(r) cos|wt+(r)], compruebe que A(t, r) = R{ Ae'},
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donde

_— ﬂ . e*_]liR ,

A = y /V/ J~(T) I dv
1 _ j(?‘,t — R/”p) /
A(t,r) = . 7 dv

3. Cierta distribucién de corriente .J produce un vector potencial magnético dado

por

= ]_ A —JkoT A
Ar) = 00+‘39

donde f = % GHz, kg es el nimero de onda del vacio y Ay = 6% x 1079,

a)

—

determine A(r,t) de forma que en su expresion aparezca explicitamente

el retardo temporal,

calcule el campo eléctrico €| (r,t) en el dominio del tiempo asociado con

—

A(r,t),
determine la longitud del camino I' mas corto necesario para que este

campo desarrolle un voltio pico: max [ £-dl =1 a 200 metros del origen,

disponga de dos sondas de campo eléctrico para extraer energia de éste,
ambas con un factor de antena K =1 (K = V), unaen r =200 m y
la otra en » = 200,25 m, y conecte ambas sondas, con sendas lineas de
transmision de igual longitud, a un osciloscopio, y dibuje lo que deberia
verse en la pantalla de éste (sobre el dibujo indique los valores numéricos

de interés: amplitud y fase de cana canal).

4. Un generador entrega al punto (zr = 1,y = 1,z = 0) del espacio libre (vacio,

asulna que

1
Vv Ho€o

= 3 x 10® [m/s|) un Julio de energia cada segundo, arméni-

camente, toda la cual se transforma instantaneamente en campo electromag-

nético, el cual es irradiado isotropicamente al espacio. Los campos eléctrico y

magnético, fuera de dicho punto, alcanzado el regimen permanente, satisfacen

ambos la Ecuacion de HELMHOLTZ homogénea:

a)

<V2 + /{2) Campo =0 (8.76)
Para un observador ubicado en el punto
(z = 300.000.000,5 x v/2,y = 300.000.000,5 x v/2, z = 0)

calcule la diferencia de fase del campo con respecto al punto del cual

emerge.
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b) Calcule el vector de POYNTING S complejo.

c) Evalte la integral de S a través de dos superficies cerradas S; y Sy cua-
lesquiera tal que: $g5 S -ds # §g, S - ds. Defina apropiadamente ambas

superficies e indique el valor exacto de ambas integrales.

d) Calcule cuanta potencia se podra extraer de este campo de una area de

1 m.2 de su frente de onda en el punto (z = 2,y =4,z = 5) [Kms].

8.6. Balance energético complejo

Si se procede a proyectar la Ec. (8.67) sobre HT*, y el conjugado de la (8.69) sobre
E
2

*

H

(VX E=—jwuH)

(V x H = jweE + JY*

v | g

y luego se restan ambas ecuaciones:

w
2

1 1 .
\ §E x H* = —j%(,uH2 —e*E?) — éE-J’*

1 1 .
5(H"‘-VxE—E-VxH*):—] (MHQ—s*EQ)—éE-J’*

al integrar para cierto volumen, al aplicar el Teorema de la Divergencia y al separar

las partes real e imaginaria, se obtiene:

1 w 1 .

“d RIExH*Y-d :——/ "H2 1 B2 d ——/9’% E-J*\  (8.77
3 Py RAE < H'} - ds = =5 | (u +e" B dv — 5 | R [ Che))
1 w 1 .

- S{E x H*Y -d :——/ ’HZ—’EQd——/C‘E- ix .
i S(V)\s{ x H*} -ds 5 V(,u e'E%)dv 5 V\s{ J } (8.78)

Al comprobar, finalmente, que

1 1 /%
“d RIExH"-d :—/ 74 ExH-ds | dt
2 P {E x }-ds T %(sw) X H s)

podemos interpretar el par de Ecs. (8.77) y (8.78) como las ecuaciones de balance de
energia activa y de energia reactiva, respectivamente, las cuales describen el proceso
de intercambio promedio (temporal) de potencia de la regién encerrada por V' con

el exterior.

141



8.6.1. Problemas

1. Compruebe que el vector de POYNTING instantaneo & se relaciona con el

vector de POYNTING complejo S de la forma & = R{S + s E x He™'}.

8.7. Mini-proyecto 1

Usando la base de datos disponible en http://www.fcc.gov/oet /rfsafety /dielectric.html
seleccione tres materiales de propiedades electromagnéticas muy distintas. Seleccio-
ne, ademas, un rango de frecuencias suficientemente grande para los fines de las

tareas que se proponen a continuacién y proceda, usando MATLAB?, a

1. Construir las graficas e = ¢'(f) y €” = €"(f), usando, si es necesario, escalas a

la izquierda y a la derecha.

(a) Capacitor (b) Diagrama esquematico

Figura 8.6: Modelo del capacitor bajo prueba.

2. Con base en el modelo que se muestra en la Fig. 8.6 calcule la impedancia nor-
malizada® zy(w) de un capacitor de placas paralelas, separadas d m y de 4rea
transversal A m?, relleno con cada uno de los materiales seleccionados y dibuje

zn(w), usando MATLAB, sobre una carta de SMITH (funcién smithchart).

2El uso de MATLAB no es restrictivo. Puede usar cualquier otro software matemético.
3Normalice con 50 [Q]
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Capitulo 9

Ondas planas

Introduccién

En el dominio de la frecuencia la ecuacién homogénea de D’ ALEMBERT [12€ = 0

se convierte en la ecuacion homogénea de HELMHOLTZ
(V24 K*)E =0 (9.1)

La familia de soluciones de la Ec. (9.1) en un medio simple infinito constituyen
un conjunto de soluciones denominadas libres porque las mismas existen con inde-
pendencia de las fuentes primarias —que en la Ec. (9.1) se han anulado—. Los campos
libres no pueden ser sino dindamicos o solenoidales. Los campos irrotacionales no
pueden ser solucion de la Ec. (9.1) porque necesitan de las fuentes escalares para

sostenerse. En la Ec. (9.1) k sera real si el medio no es absorbente.

9.1. La onda plana homogénea

La Ecuacion (9.1) se puede expandir en tres ecuaciones escalares en coordenadas

Cartesianas
(;7+§7+§—+) E, =0 (9.22)
<aa—;+aa—;+aa—;+m2> E,=0 (9.2b)
(;’7 b ) E - (9.2¢)

La solucién més simple de la Ec. (9.1) se denomina onda plana homogénea y

se puede obtener mediante las premisas que se enuncian a continuaciéon. En primer
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lugar, postularemos que la orientacion del campo E es invariante con la posicion.
Orientando los ejes del sistema de coordenadas de modo que el campo eléctrico yaga

sobre el eje z, las Ecs. (9.2) se reducen a una:

2 2 2
(A P 039

Tomando en cuenta que el campo E ha de ser solenoidal necesariamente %Ew =

0 y por tanto
0? 0?
(_ . ) B, =0 (9.4

Finalmente, postularemos que el campo eléctrico solo varia a lo largo de una
direccién. Haciendo coincidir esta direccion con el eje z, serd E = Ey(z)a, y la Ec.

(9.4) asume la forma
d2
@Em +KE, =0 (9.5)

La solucion de la Ec. (9.5) es:
E,(z) = Cie™7" 4+ Chel™® (9.6)

donde C; y C5 son dos constantes complejas indeterminadas: C o = ‘0172|€j¢1’2. En

el dominio del tiempo el campo eléctrico tiene la forma:
E(t,z) = [|C1] cos(wt — kz + 1) + |Ca| cos(wt + Kz + p1)]ay (9.7)

En esta ecuacion, el término |C| cos(wt — kz + 1) representa una onda viajera
en el sentido creciente de las z, u onda progresiva, y el término |C} | cos(wt+kz+¢1)
representa una onda viajera en el sentido decreciente de las z, u onda regresiva.
La velocidad v, con que viajan los planos equifdsicos es igual a la razén Az/At de

dos puntos de igual fase: wt — kz = w(t + At) — k(z + Az), de modo que:

Al w w 1
Vp=——=— = = —
PPOOAt ke wypE  JuE
En el espacio libre v, = \/ﬁ = ¢ = 299792458 [m/s]. La velocidad v, se

denomina velocidad de fase. La distancia Az en la cual la fase de la onda varia
en 27 radianes, para un instante de tiempo dado, se denomina longitud de onda

A: kAL = kA = 27, de donde sigue que

2T
K= —

A

Los planos transversales z = ctte. constituyen planos equifasicos: sobre ellos el campo

eléctrico presenta la misma fase en todos los puntos.
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9.1.1. .Y qué del campo H?

El campo magnético se obtiene como H = ijwﬁ :
1 0 0 0
H = a, + — —a, | X FE
—Jwh <8x + 8yay + 5.7 )
1

- _jw,u(—j/{) {C’le_j"‘z — C’er“z} a,

el cual se puede rescribir de la forma compacta

@:xB) _, E (9.8)

\/E n
g

donde n = y/u/e es la impedancia intrinseca del medio. En el vacio n = ny =

H =

\/o/g0 = 120m = 377 [Q]. De la Ec. (11.1) se observa que los campos eléctrico y
magnético son mutuamente ortogonales y, a su vez, transversales a la direccion de
propagacion.

El campo electromagnético:

E = Cie’"a, (9.9)
= Seing (9.10)
n Yy

se propaga en el sentido de crecimiento de la variable longitudinal z y representa
una onda plana homogénea. Plana: por la forma de la superficie equifésica.

Homogénea: por la uniformidad del campo sobre la superficie equifésica.

9.1.2. Onda plana en un medio homogéneo absorbente

En un medio absorbente la apariencia de la solucién de la Ec. 9.5 no cambia. Sin
embargo, ya que € = &' —je" = ||y u = ' —ju" = |ple P, con, tipicamente, 0 <

a<7m/2y0<p<7/2 el nimero de onda serd complejo: kK = tw./|e| 77| pule1F =
+w |z—:||u|e‘jaT+B o, en forma Cartesiana, k = +w,/|e||py| [COS (O‘Jrﬁ) — jsin (O‘Jrﬁ)}

k=r —jK"
donde £/, k” > 0. La Ec. 9.6 asume la forma
E,(z) = Cre ™" #e7I%% 4 Chet 2ein'? (9.11)
Y la Ecuacion 9.7 asume, a su vez, el aspecto:
E(t,z) = [|Cile™"% cos(wt — K'z + @1) + |Cale™ * cos(wt + &'z + p1)]a,  (9.12)
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El primer término de la expresion 9.12 representa una onda progresiva amor-
tiguada. El segundo término de la expresion 9.12 representa una onda regresiva
amortiguada. £’ [rad/m] se denomina constante o coeficiente de fase y juega el
mismo rol que el nimero de onda en el caso de un medio no absorbente. £” [Np/m]
se denomina constante o coeficiente de atenuacion. La atenuacion L se mide
en neperios [Np| o decibelios [dB]:
=1In l%} = k"Az [Np]

E "
L =20log lﬁ] = 20loge™ &% = k"A220loge [dB]

La distancia en la que los campos, en un determinado medio, se atenian un
neperio se denomina profundidad de penetracién y se suele designar con la letra
§. Fécilmente se comprueba que § = (k”)~1. Por otro lado, con relacién a los campos

complejos de la onda viajera progresiva, los mismos asumen la forma

E = Cie e % 2q, (9.13)
C 1 i

H = L ""2e7in2g, (9.14)
n

En este caso la impedancia intrinseca del medio es una cantidad compleja:

=l A

|ee=Ie B

donde ¢ = (8 — a)/2 y —45° < ¢ < 45°.

En el dominio temporal las Ecs. 9.13 y 9.14 dan paso a las ecuaciones:

E(t,2) = |Cile™"% cos(wt — K'z + 1)y (9.15)
Ht,z) = %e“nz cos(wt — Kz + @1 + ¢n)ay (9.16)

En un medio absorbente los campos eléctrico y magnético ya no estan en fase.

Medios absorbentes no magnéticos

Particular interés tienen para nosotros los medios absorbentes no magnéticos.
Un medio absorbente no magnético se caracteriza por pu =~ g mientras ¢” # 0 o

o # 0. Al rescribir la ecuacion V x H = J + jweE de la forma:

VxH = [jwE—je")+0]E
)
w
= jweFE
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donde € = |e|e772, siendo tgA = %ﬁ La tangente tg A se denomina factor
de pérdidas eléctricas, mientras que al angulo A se le denomina angulo de
pérdidas eléctricas. Al poner ¢ = ¢’, lo cual equivale a suponer que las pérdidas

en el dieléctrico se deben a una pequena conductividad o, el factor de pérdidas
ag

asume la forma tg A= -Z;. Se dan los siguientes casos:

> 1, di ductor;
to A { medio conductor (9.17)

< 1, medio dieléctrico.

Dieléctrico ligeramente absorbente Para un dieléctrico (o = 0) ligeramente

absorbente (¢’ # 0y ¢’ < ¢) se cumple!:

En modo anélogo:
I e
~a/=1+71—
" € ( + jQEI )

Buen conductor Para un buen conductor se cumple que €’ =0y o > we, y por

tanto:

= Jwh (we = 50)
SRVl ) Vex

who

5 (1=0)

Wit
~/— (1
n \/20( +7)

Los resultados anteriores se resumen en el Cuadro 9.1.

En modo anélogo:

YA42)" =1+nz+ "(7;!71) 2+ "(”713)!(”72) 23 +.. ., siendo n un nimero natural o una fraccién.
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Cuadro 9.1: Namero de onda (k = k' — yx") e impedancia intrinseca (n = R + 3X =
[nle?m).

K/, K//

General R {w\/ﬁ}
Sin pérdidas magnéticas | R {w ,uoe}

R
{ u
(v
Dieléctrico perfecto W/ 1€ 0 \/E
N
-’

Buen dieléctrico wy/ i€ we 5

2 2¢’ €’
Buen conductor wpo wpo wp
2 2 2%

9.1.3. Onda plana arbitrariamente orientada

Para obtener las soluciones expresadas mediante las Ecs. (9.9) y (9.10), como
se recordara, hemos tenido que orientar apropiadamente el sistema de referencia,
haciendo coincidir el eje z con la direccién del campo eléctrico y el eje z con la
direccion de propagacion.

Tal sistema de referencia, aquél para el cual
la expresion matematica del campo se simplifica
al maximo, se denomina sistema de referencia
natural de la onda.

., Cémo se expresa una onda plana respecto a

un sistema de referencia arbitrario?.

Dado un sistema de referencia natural, res-
pecto al cual los campos de una onda plana que- Figura 9.1: Angulos directores o,
dan descritos como sigue: Biy i, con i € {1,2,3} que de-
finen la orientacién del sistema de
E— A a, (0.18) referencia natural de la onda plana

(variables primadas) respecto del

H = geijm Ay (9.19)  sistema de referencia principal (va-

Fijado un segundo sistema de referencia, que riables no primadas).
denominaremos sistema de referencia principal, con el que el sistema de refe-
rencia natural forma los dngulos directores oy, 5; y 7, con i € {1,2,3} (Fig. 9.1),

los campos 9.18 y 9.19 quedaran expresados mediante las férmulas:

E = Ae ir@eosmtycosnatzcosts) (o5 0@y, + c0S @y, coS aza,) (9.20)
A .

H — _e_jH(Z'COS’YlJFyCOS'YZ"'ZCOS’Y?J)(COS /Blam + coS BQa'y + coS 6361’.2) (9.21)
n
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La ecuacion x cos~y; + y cos v, + 2 cosy3 = ctte. representa una familia de planos
equifasicos. El argumento de los exponenciales de las Ecs. 9.20 y 9.21 se puede
escribir como K - r, siendo kK = k(cos 1@, + cosyea, + cosysa,) el vector de
onda, y 7 = ra, + ya, + za, el vector de posicion de uno cualquiera de los puntos
sobre un plano equifasico que dista z’ metros del origen. La distancia de cualquier
plano equifasico al origen se puede obtener como la proyeccion del vector r, de uno

cualquiera de sus puntos, sobre la direccién del vector de onda.

Problema

Una onda plana homogénea, proveniente desde la direccion § = w/4 y ¢ = 7/8,
viaja al 90 % de la velocidad de la luz y se atentia a razén de 1 Neperio por cada
metro. El campo eléctrico de esta onda tiene una amplitud de 5 V/m en el plano
equifdsico a 5 metros del origen (viendo la onda venir hacia éste) y su fase cambia

a razén de m/16 radianes cada metro. Se desea:

1. Al disponer de dos sondas de campo eléctrico, una en el punto (2,2,2) y
la otra en el punto (—1,—1,2), ambas conectadas a los puertos A y B de
un osciloscopio, con sendas lineas de transmision de igual longitud, dibuje
las senales que deben ser vistas en la pantalla del osciloscopio indicando con
precision las amplitudes y las diferencias de fase de las dos senales. Para
ello asuma que 1 V/m en la antena se transforma en un voltio en el puerto
de entrada correspondiente del osciloscopio y seleccione una escala de tiempo

que permita ver tres periodos de las senales.

2. Determine la A y la 0 del medio.

9.1.4. Velocidad de grupo

Los procesos monocromaticos no transportan informacién. La informacion es
transportada por procesos policromaticos. El campo eléctrico resultante de la com-
binacién de las ondas planas armonicas que conforman un proceso policromatico
se expresa mediante una transformacién inversa de FOURIER €(t) = F H{E(w)},

donde E(w) es el espectro del campo eléctrico

1 [e')

E() = 5 L _Bw)e dw (9.22)

En sentido ordinario £(t) puede consistir en una sefial de informacién con ancho

de banda Aw con la que se modula una portadora a una frecuencia de radio (RF)
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wp para su transportacion a través del espacio. Evidentemente £(¢) es una cantidad
real. En virtud de lo anterior, y tomando en cuenta que los pardmetros intrinsecos
del medio son, en general, funcién de la frecuencia, y por tanto k = k(w), el campo
eléctrico £(t, z), a z metros del origen de radiacién de la onda plana, se podra

expresar usando la Ec. (9.22) de la forma

™ Jun-2p

1 wo+% .
E(t,z) =NRe {— / E(w — wy)e! W] dw} (9.23)

Si la variacién de x con la frecuencia es suave, k(w) podra aproximarse mediante

el siguiente desarrollo en serie de TAYLOR a partir de su valor kg = k(wp):

d
K(w) = Ko + Sl

W (w—wp) + T.O.S. (9.24)

wo

por lo que la Ec. (9.23) se podra reescribir:

Aw
wo ="

8<t, Z) = SRe {l /WOJF% E(w _ w0>€j |:“’t* ("’”OJFg_S wo (W*wo)JrT.O.S.) z}

™

dw} (9.25)

y si el ancho de banda Aw se ajusta para que sea lo suficientemente estrecho como

para que los T.O.S. se puedan despreciar, se obtiene:

E(t,z) = NRe {l /WM% Ew- wo)ej {wtf (HOJFS_Z wo(ww‘)))z} dw}

™ Jun-2p

wo+A w(t— de] —j(ro—9&] wo)z
= %e{l/ o E(w—wo)ew(t 3 w0 dwe j(o 4 0) }

T oo

tomando en cuenta que F X (w)e™} =zt —ty) vy § HX(w —wp)} = x(t)e0!

y si designamos con v, al inverso de la cantidad dx/dw|.,, vy = dw/dk:

E(t,z) = MRe {5 <t - Vi> eﬂ‘“O“‘??’e‘j(“O‘fT‘i)Z} (9.26)
gr
= £ (t - %) cos (wot — Koz) (9.27)
gr

De la Ecuacién (9.27) se concluye que la informacion contenida en el campo
eléctrico se propaga a la velocidad v, sin distorsién, pero acumulando un retardo
par a ﬁ segundos. La velocidad de grupo, v, es la velocidad comun de los
armonicos que conforman la sefial de informacion, y se la puede definir si y solo si
k(w) varia linealmente con la frecuencia en un entorno no menor al ancho de banda

de la senal alrededor de la frecuencia de portadora.
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9.2.

Incidencia perpendicular

En esta seccién se analizard el problema de la incidencia perpendicular [5] de

una onda plana sobre la interfaz, también plana, entre dos medios de propiedades

electromagnéticas distintas. Este andlisis se realizara inicialmente en forma analitica,

en el dominio de la frecuencia (Sec. 9.2.1), y posteriormente en forma numérica (Sec.

9.2.5), en el dominio del tiempo utilizando el Método de las Diferencias Finitas en

el Dominio del Tiempo (FDTD).

9.2.1.

cia

EO
HO

%

H-
medio 1 Sl,@i Zmedio 2
Y

E*
H+

Figura 9.2: Incidencia per-

pendicular.

y en el medio 2:

Incidencia perpendicular en el domino de la frecuen-

Dados dos medios simples de extension infinita, con-
tiguos, a través de una superficie plana, de propiedades
intrinsecas (e1, 1) v (g2, 12), respectivamente, como se
ilustra en la Fig. 9.2.

Al propagarse una onda plana en el medio 1, en di-
reccion del medio 2, tal que incida perpendicularmente
sobre la superficie plana de separacién de ambos medios,

se tiene en el medio 1:

Ey = [Cie ™% 4 Cye™ | a, (9.28)
1
Hy =— |Cie /™" — (™| ay (9.29)
Ui
Eo = Che"%q,, (9.30)
C:
H, = —2e7m2%q, (9.31)
2

Se conviene en denominar onda incidente (medio 1):

onda reflejada (medio 1):

E° = Cie’™"?a,
Ch

H° = —e’™a,
Uit

E- = (y"%a,
Cy

H™ = ——¢"*a,
T
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y onda refractada o transmitida (medio 2):

Et = (Cse%%q,
C

Ht = ie’JRQZay
2

En la interfaz, los campos estan obligados a satisfacer las condiciones de borde:

=&
— —
o ()
SN— N—
I I
SR
—~
o =2

de donde:

Ci+Cy =05
o o_q

™ m T2

(9.34)

(9.35)

de tal suerte que al definir los denominados coeficientes de reflexion, p, y de refrac-

cion, 7, de la interfaz:

_E0)_G
"TE0) G
_ET(0) Cs
TR0 G

y al sustituir las Ecs. (9.36) y (9.37) en las Ecs. (9.34) y (9.35) se obtiene:

1+p=71

1 r_

m T e

de donde:

:772—771
m+n2
2’[72

T:
M+ M2

(9.36)

(9.37)

(9.38)

(9.39)

(9.40)

(9.41)

Con estos resultados las Ecs. (9.28) y (9.29) del medio 1 se pueden reescribir de

la siguiente manera:

E, =0 [e_]’“z + ,oej"“z} a,

_G
m

H,
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y las Ecs. (9.30) y (9.31) del medio 2 de esta otra:

B, = Cyre ™2%q, (9.44)
C

H, = e mig, (9.45)
2

quedando por determinar una tinica constante: Cj.

Las soluciones encontradas admiten la siguiente interpretacion fisica: una onda
plana que se propaga en un medio simple, al incidir perpendicularmente sobre la
superficie plana de separacién con un segundo medio, engendra dos nuevas ondas
planas: una que se refracta en éste, y otra que se refleja en el primero. Todas las on-
das, la incidente, la refractada y la reflejada, se combinan en la interfaz satisfaciendo
las condiciones de borde.

Esta circunstancia fisica nos permite ex-

presar las ondas refractada y reflejada, en
funcién del valor de (los campos de) la on-

da incidente en la interfaz, mediante la in-

troduccion de los coeficientes de refraccion

y reflexiéon, respectivamente. Estos coeficien-

tes quedan luego definidos en funcion de las

n/n,  propiedades intrinsecas de los medios. Todo

-1 5 10 15 >0 lo cual permite afirmar que, al variar las pro-
] . piedades electromagnéticas de los medios, se
Figura 9.3: Comportamiento de p y 7 ) ) )
obtendran diferentes niveles de reflexion y
en funcién de 7 /7. » o _
refraccion. Intuitivamente, por ahora, se di-
ra que a mayor diferencia entre los medios,
mayor reflexién y menor refraccion, y a mayor parecido, menor reflexiéon y mayor
refraccién. Esto serd comprobado analiticamente.

Sobre el campo resultante en el medio 2 no hay nada nuevo que decir, pues se
trata de una onda plana homogénea progresiva mas. En el medio 1, sin embargo,
tiene lugar un nuevo proceso, un campo que presenta, en principio, una estructura
novedosa respecto de la onda plana progresiva simple. A partir de las Ecs. (9.42) y
(9.43), nos podemos hacer una idea acerca de la estructura del campo resultante en
el medio 1. Para hacer ésto, se dard un vistazo al comportamiento de los coeficientes
de reflexion y transmision en funciéon de la relacion entre las impedancias intrinsecas
de los medios 79/m;. En la Fig. 9.3 se ilustra dicho comportamiento. Asi, se observa

que el coeficiente de reflexiéon p asume valores entre —1 y 1: —1 < p < 1, mientras

el coeficiente de transmision 7 entre 0y 2: 0 < 7 < 2.
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La estructura del campo resultante en el medio 1 se puede analizar dividiendo
el problema en tres casos distintos: el caso |p| = 0, denominado de adaptacion ,
el caso |p| = 1, de desadaptacién total, y el caso 0 < |p| < 1, de adaptacion, o

desadaptacion, intermedia.

9.2.2. Caso |p| =0

Siendo el coeficiente de reflexiéon nulo, no ocurre ninguna reflexiéon de la onda
incidente en la interfaz y toda ella se transmite al segundo miembro. La adaptacion
total se logra imponiendo 7, = n;. La estructura del campo resultante en el medio

1 no difiere del de la onda plana homogénea original ya que Cs = 0.

9.2.3. Caso |p|=1

Con 12 = 0 (siendo el medio 2 un conductor perfecto), o con n9/m; — 00, se
logra que |p| = 1. En este caso se dice que los medios estan desadaptados en sentido
extremo y la onda incidente es completamente reflejada por la interfaz, tendiendo a
cero los campos refractados. La estructura del campo en el medio 1 forma un patrén
denominado de onda estacionaria que se caracteriza por que no hay transportacion
de energia en ninguna direccién. La onda resultante en el medio 1, para p = —1,

asume, por ejemplo, la forma:

E, = (e — e a, H, = % [e™/m% 4 eIF1%] @,

= —2)C;sin(ki12)a, = %COS(FQZ’)&Z/

Al expresar los campos en el dominio temporal:

Ei(t,z) = R{Ee™'} Hq(t,z) = R{H.e™'}
= 2|C|sin(k12) sin(wt + ¢1)a, = % cos(k12) cos(wt + ¢1)ay

donde C} = |C}] €1, se observa que la solucién ya no progresa en ninguna direccion,
sino que oscila estacionariamente. Al mismo tiempo, se observa que el vector de

POYNTING es imaginario puro:

1
S = §E x Hx*
2|Ch?
= — G sin(k12) cos(k12)a, (9.46)
T

por lo que los campos no transportan energia.
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9.24. Caso0<|p| <1

Este caso se presenta para cualquier valor de |p| distinto de los anteriores (|p| #
0,1). En esta circunstancia una fraccion del campo incidente se refleja y otra se

refracta. Usando la Ec. (9.38) en las Ecs. (9.42) y (9.43) se obtiene:

Ey = C e 4 e a, Hy = O — pei]a,
= — —JK1Z JK1Z _ O _ —JK1Z _ nJRK1Z
Ci (T = ple™™% + pe™* a, (= pe pe™*] ay
_ Gy 2C4
= Cire "™ a, +29C 1 psin(ki2)a, = —71e ™a, — ——pcos(k1z)ay
m m
onda progresiva onda estacionaria
onda progresiva onda estacionaria

(9.47)
donde se observa la coexistencia de una onda progresiva y un patréon de onda esta-
cionaria. Este tltimo se forma mediante la combinacién de una fracciéon de la onda
incidente y la onda reflejada. La onda progresiva, en cambio, existe gracias a la
refraccion de la porcién restante de la onda incidente.

En este caso, que se puede considerar como el méas general, ya que la onda
resultante no es del todo progresiva, se introduce el concepto de impedancia de

onda, Z(z), como la relacién entre las amplitudes complejas de los campos en z [12]:

E.(=0)
Z(Z)‘z:fz _ Hy(—g)
(e]n1€+pefj/ﬂ€)
= (71t — pe—smil)
1o cos(k1€) + gm sin(k10)
- m cos(k1f) + mz sin(k1¢)

donde ¢ es la distancia al plano de separacion entre los medios. Vale la pena indicar
que con esta formulacion se puede resolver el problema de la adaptacion de un
panel dieléctrico utilizado para construir las bévedas dieléctricas de proteccion de
las antenas de microondas. Obsérvese que al medir Z(¢) a A\;/2 metros de la interfaz

se obtiene:

2)] + gmusin[(27/ A1) (A1 /2)]
2)] + gmasin[(2m/ A1) (A1/2)]

n2 cos[(2m /A1) (M
ny cos|(2m /A1) (N
_m(=1) +ym(0)

i (=1) + gm2(0)
=12

Z<)\1/2) =m ;

155



de modo que a media longitud de onda, correspondiente al medio 1, o a una distancia
que sea un multiplo entero de ésta, la impedancia de onda Z(\;/2) coincide con la

impedancia intrinseca del segundo medio.

9.2.5. Incidencia perpendicular en el domino del tiempo:

método FDTD en una dimension

Con el proposito de ilustrar en el dominio del tiempo todo cuanto se ha dicho
acerca de la incidencia perpendicular, se ha escrito fdtdid, un cédigo en MATLAB®
(ver Seccién 9.6) en el que se ha programado el Método de la Diferencias Finitas
en el Dominio Temporal en una dimensién [22]. Vale la pena observar que, mientras
la solucién descrita en la Sec. 9.2.1 se encuentra en el dominio de la frecuencia, y
representa la solucién en régimen estacionario, el método FDTD proporciona una
solucion en el dominio del tiempo, y por lo tanto incluye el régimen transitorio del
problema.

En el Método de las Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo (Finite Dif-
ferences Time Domain ~-FDTD-) las derivadas se aproximan mediante cocientes de
diferencias centrales siguiendo el esquema propuesto originalmente por YEE, interca-
lando tanto en el espacio como en el tiempo las componentes de los campos eléctrico
y magnético [23]. La estructura espacial del método se ajusta a la denominada celda

de YEE, y la estructura temporal sigue un patrén conocido como salto de rana.

Ecuaciones de MAXWELL

Las ecuaciones de Maxwell en un medio simple de propiedades intrinsecas ¢, u,

y o
OFE 1 o
“~ __VxH--E 4
pr ng . (9.48)
OH 1
2 - __VxE 4
pr MVX (9.49)

comprenden seis ecuaciones escalares:

8Er_1<8HZ_%>_ZE 8Hx_l<%_8Ez>
ot e\ Oy 0z e " ot p\ 0z dy
%_1<8Hx_8Hz>_EE %_l(@@_@ﬂv)
ot e\ 0z Ox e ¥ ot pu\ ox 0z
6EZ_1<%_6H1>_EE 8Hz_l<8Ex_%>
ot e\ Ox Ay g’ ot p\ Oy Ox
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Si se asume un campo eléctrico del tipo E = E,(t, z)a,, las ecuaciones anteriores

se reducen a:

OF, 10H, o

= R—_—) )
ot e 0z e " (9-50)
0H, 10FE,

= - 51
ot W 0z (9:51)

Las Ecuaciones (9.50) y (9.51) definen una onda plana homogénea con el campo
eléctrico en la direccién de a, y el campo magnético en la direccién de a, que se

propaga en la direccién de a..

Discretizacién de las ecuaciones de onda plana y de su dominio

Discretizacién del dominio Las Ecuaciones (9.50) y (9.51) estan definidas en

un dominio bidimensional espacio-tiempo.

Definiremos entonces un paso para el espacio, At condiciones iniciales
. . +—> k-1 k k+1 3
Az, y un paso para el tiempo, At, y definiremos }
una malla en este dominio con K puntos para el Azi
espacio y T puntos para el tiempo, para un total n-1
de K x T puntos de observacion. n
. n+1
En estos puntos estimaremos los campos,
. . . . — —
conviniendo en escribir: \___condiciones de borde —_*

Figura 9.4: Dominios solapados .
(k) = E.(nAt, kAz) conny K enteros Sobre la grilla de lineas segmenta-
das se estimara E, y sobre la grilla

El campo FE, se estimard en los pun- de lineas continuas H,.

17’L—

tos{...,/{,/{Jr1,...}enlosinstantes{...,n—5,

1

1 .
5> n+g, .. .}, mientras que el campo H, se es-

timard en los puntos { T %, K+ %, .. } en los instantes {...,n,n+1,...}.

Con este esquema los valores estimados de los campos se entrelazan tanto en el
tiempo como en el espacio. Asi, el campo H, precede al campo E, en el espacio, y
E, precede a H, en el tiempo. En la Fig. 10.2 se muestra como, procediendo de esta
forma, se crean en realidad dos dominios solapados, uno para el campo eléctrico y

otro para el campo magnético.

157



Discretizacién de las ecuaciones Las Ecuaciones (9.50) y (9.51) se aproximan

mediante diferencias centrales:

PR B U1/ Hy(s—1/2) o B0 + B (k)
At o £ AZ e 9
(9.52)
H' Yk +1/2) — H'(k+1/2) 1 E;}%(H +1)— E;w%(ﬁ)
- (9.53)
At M Az

1

de las cuales se despejan E;?JFE(/@) y H} (K +1/2):

n+% 1 JQ_Aat n—% 1 At n n
E; 2 (k) = % ; UA% (k) — WAZ [Hy (s +1/2) = Hy( — 1/2)]
(9.54)
1 1 At nti nti
Hy o 1/2) = By 1/2) = 37 [EX S e ) - £ 2(5)] (9.55)

Dando valores a las constantes €, u, y 0 podemos simular la propagacion de la
onda en diferentes medios simples no dispersivos. Para medios no absorbentes la Ec.

(10.2) se simplifica de la manera siguiente:

ENi (k) = B R (k) — é% [Hp(k+1/2) — Hy(s — 1/2)] (9.56)

la cual es similar a la Ec. (10.3).

Otras consideraciones numéricas

Escalamiento del campo eléctrico Debido a la enorme diferencia en 6rdenes de
magnitud de las constantes €¢ y po del vacio, el campo eléctrico E, se suele escalar

por el inverso de la impedancia intrinseca del vacio 1y = \/p0/€o :

=)
Ho

De esta manera, para medios no magnéticos (u = ), las Ecs. (10.2) y (10.3)

E =

asumen la forma:

Bt _] _Jz_AEt}E"‘% ! AL hn (s +1/2) — HI (s — 12

) = B (”)_mm[ (r+1/2) = H (s~ 1/2)]
(9.57)

H'" ' (k4+1/2) = H"(/<;+1/2)—Cl% Bt (/<;+1)—E~;L+%(/i)} (9.58)

donde ¢y = 1//mo€o es la velocidad de las ondas electromagnéticas en el vacio y &,

es la permitividad relativa del medio.
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Paso temporal At magico El paso temporal At se debe seleccionar de manera
que el método sea estable. La condicién de estabilidad se conoce como condicién de

COURANT :
Az

\/ﬁCO

At <

donde n es el orden del dominio espacial (n = 1 en el presente caso). Ademds, en
FDTD en una dimension espacial, existe un valor de At, conocido como magic step,
para el cual no se manifiesta la dispersion numérica [24]. Este valor es:

_Az

At = —
200

(9.59)

Usando este paso temporal, las Ecs. (10.4) y (10.5) se simplifican de la manera

siguiente:
STE O s s 1 VRN U S e
00 =t B - o [H7 (s +1/2) — H (5 — 1/2)
(9.60)
H Yk +1/2) = HI'(k + 1/2) — % (4 1) — ~:+%(/<;)] (9.61)

Paso espacial El paso espacial Az se debe escoger lo suficiente pequeno como
para obtener una solucién lo suficientemente precisa. En general, el nivel de precisién
dependera del problema. Una buena regla consiste en tomar como minimo 10 mues-
tras por longitud de onda, tomando como referencia, para sefiales policromaticas, la

menor longitud de onda.

Condiciones de borde absorbente Como modelar discretamente una regién
ilimitada es imposible, es necesario afiadir, en los extremos del dominio espacial,
ciertas condiciones, denominadas absorbentes, de tal suerte que, al incidir sobre
tales extremos, las ondas no se reflejen. Estas condiciones de borde absorbentes se
obtienen forzando el valor del campo en los extremos al valor que tendrian si la onda
se propagara mas alla de ellos. En el vacio esto se consigue poniendo en el extremo
z =0, por ejemplo [22]:
E2(0) = B2(1)

9.2.6. Resultados de simulacion

Con el proposito de estudiar los casos de adaptacion descritos anteriormente en

el dominio del tiempo, la rutina fdtd1id se ha corrido simulando cuatro escenarios
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diferentes. La funciéon fdtd1d presenta dos pardmetros de entrada: epsir2 y sigma2,
la permitividad eléctrica y la conductividad del segundo medio, respectivamente. La
interfaz entre los medios se encuentra justo en el centro del dominio espacial. La
descripcion de los escenarios de simulacion y los resultados obtenidos se presentan

a continuacion.

Caso 1: adaptaciéon —£dtd1d(1,0)—

En la Figura 9.5 se muestra un fotograma de la simulaciéon de una onda plana
que al propagarse desde un medio incide perpendicularmente sobre la interfaz plana

de separacion con otro medio de igual impedancia intrinseca.

E
X

SU SZ‘UZ
1

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

L L L L L L L L )
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
z

Figura 9.5: Fotograma de la distribucién de amplitudes de los campos E, y H, bajo

adaptacién total.

Se recomienda correr la rutina fdtd1d(1,0) desde MATLAB para visionar la

simulacion.

Caso 2: desadaptacién parcial, reflexiéon parcial —£fdtd1d(4,0)—

En la Figura 9.6 se muestra un fotograma de la simulaciéon de una onda plana
que al propagarse desde un medio incide perpendicularmente sobre la interfaz plana
de separacion con otro medio con distinta impedancia intrinseca.

Se recomienda correr la rutina £dtd1d(3,0) desde MATLAB para visionar la

simulacién completa.
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Figura 9.6: Fotograma de la distribucién de amplitudes de los campos E, y H, bajo

desadaptacién parcial.

Caso 3: desadaptacion parcial con absorcién —fdtd1d(4,0.04)—

En la Figura 9.7 se muestra un fotograma de la simulaciéon de una onda plana
que al propagarse desde un medio incide perpendicularmente sobre la interfaz plana

de separacion con otro medio de distinta impedancia intrinseca y absorbente.

E

X
2-

iu SZ‘ 02
°\WV -
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

2 L L L L L L L L )
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
z

Figura 9.7: Fotograma de la distribucién de amplitudes de los campos E, y H, bajo

desadaptacién parcial y absorcién.

Se recomienda correr la rutina £dtd1d(4,0.04) desde MATLAB para visionar

la simulaciéon completa.
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Caso 4: reflexion total —fdtd1d(4,100)—

En la Figura 9.8 se muestra un fotograma de la simulacién de una onda plana que
al propagarse desde un medio incide perpendicularmente sobre la interfaz plana de
separacion con otro medio de distinta impedancia intrinseca y altamente absorbente.

La enorme absorcién del segundo medio produce una reflexién total.

Figura 9.8: Fotograma de la distribucién de amplitudes de los campos E, y H, bajo

reflexion total.

Se recomienda correr la rutina £dtd1d(4,100) desde MATLAB para visionar la

simulacién completa.

9.3. Leyes de SNELL

La incidencia oblicua [5] de una onda plana sobre la superficie de separacién
(también plana) entre dos medios simples da lugar a la dispersién de la onda inci-
dente por la aparicién de una onda reflejada y una onda refractada.

La primera permanece en el medio de la incidente y la otra se transmite al
segundo medio. Con base en la Fig. 9.9 se definen los dngulos y parametros de interés
para la descripcion matematica del problema general de la incidencia oblicua. Los
ejes 2°, 2y zTconstituyen los ejes z naturales de las ondas incidente, reflejada y
transmitida, respectivamente. Los ejes z°, 2~y 2z naturales respectivamente forman
los dngulos de incidencia ¢, de reflexion ¢ y de refraccién 6 con el eje z principal.

Todos los ejes naturales yacen sobre un mismo plano denominado plano de in-

cidencia, el cual es ortogonal a la superficie de separaciéon de los medios. Respecto
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medio 2

z

Figura 9.9: En la superficie de separacion de dos medios se define un sistema de referencia
principal. Respecto a la normal a la superficie (eje z) se definen los dngulos de incidencia

o, de reflexion 1) y de refraccion 6.

al sistema de referencia principal, los ejes z°, 2~ y 2+ forman los siguientes dngulos

directores:
Vo =z = 90° N =z x = 90° Nt =2tz = 90°
W=y =90"—¢ =z y=19—90° 4 =zty=90°—10
B=22=p Y =zz=19 v =ztz=10

Mediante substitucién directa de los valores indicados en el cuadro anterior se

obtienen las siguientes funciones exponenciales:
o __—JkK sin p+2z cos
f(y’z)_ejl(y @ ®)
- _ _—jrk1(ysiny+zcosp
f (yv Z) =e i )
+ T sin 6+z cos 6
f(y,z)—eJQ(y )

Para que las condiciones de borde sean satisfechas, es necesario que las funciones
f°, [~y [T sean funciones idénticas de la variable y sobre la superficie de separacién

de los dos medios (jpor qué?):
£, 00 =f"(y,0) = f"(y,0)
Esta doble ecuacién contiene implicitamente las leyes de SNELL:
lera. ley de SNELL: f°(y,0) = f(y,0) = sinp = sin®
2da. ley de SNELL: f°(y,0) = fT(y,0) = k1sinp = Ky sin 6
9.3.1. 1lera ley de SNELL

De acuerdo a la Figura 9.9: 0 < ¢ < 90° y 90° < ¢ < 180°, la primera ley de
SNELL conlleva a 180° — 1) = ¢, por lo que el angulo de reflexiéon, medido respecto

a la normal de la superficie de separacion, es igual al angulo de incidencia.
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9.3.2. 2da. ley de SNELL

La segunda ley de SNELL, por otro lado, establece

sin f _ R (9.62)
sing Ky '

Para dos medios no absorbentes se define el indice de refracciéon n = /g1, por

tanto

in ¢
L ALC N (9.63)
sing  ng

donde nyy = ny/no.

9.3.3. Estudios de casos

Se dan dos casos interesantes: cuando el medio 1 es mas denso 6pticamente que

el medio 2: n; > ny, y cuando ocurre lo contrario: n; < ns.

Caso n; > ny

En este caso, a paridad de dngulo de incidencia ¢, mientras nis 1 (sin € > sin @)
= 0 1. A paridad de nis, mientras ¢ 1= 6 1. Existe un angulo ¢, para el cual

0 = 90°. El angulo ¢, se denomina éngulo critico:

.1 (M2
Pe = sIn —
ny

M2 M2 M2

(a) Fotografia de la distribucién de (b) Fotografia de la distribucién de (c) Fotografia de la distribucién de
la amplitud en el plano zy en el me- la amplitud en el plano zy en el me- la amplitud en el plano xzy en el

dio 2 de la Figura 9.9 para el caso dio 2 de la Figura 9.9 para el caso medio 2 de la Figura para el caso

p < pc Y = Pec- ® > Pe-

Figura 9.10: Subcasos para n; > ns.
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Para dngulos ¢ > ¢, 0 es complejo. En este caso sinf = (ny/ng)sing > 1,y
como cos§ = ++/1 — sin? § sigue que:

2
cosf = j:j\/(ﬂ) sin? p — 1 = +ja(p)
n

2

Al poner S(p) = sinfl = ™ sinp y al quedarnos con el signo negativo de +ja(p)

(¢por qué?) se podra escribir:

fH(y, 2) = e 2@ minaub(e)

La onda f* representa una onda superficial.

Ejemplo

Una onda plana, que se propaga en un medio con un indice de refraccion n; = 6,
incide con un angulo de /4 sobre la superficie de separacién con un segundo medio
de indice de refraccién ny = 1. Calcule al 4ngulo 6 de refraccion y determine f*(y, 2).

Resp.: Ya que el angulo de incidencia es mayor que el angulo critico o =
arcsin(ng/ny) = 9,59°, el dngulo de refraccién serd complejo y tendrd la forma
0 = w/2 — 38, y por tanto se tomard céomo angulo fisico de refraccién el valor de

7/2. Con relacién al término f*(y, z) su forma serd la siguiente:

er(yu Z) - e_"‘“(?’ﬁ sin? s0_1)1/2»’4'e*jlio(6singo)y

ef(QG/A)zef](w/c)4,2y

de donde se deduce que:

1. la onda refractada se propaga en la direccién de y a una velocidad 4,2 veces

menor que la velocidad de la luz en el segundo medio v, = ¢/4,2,

2. la onda refractada se atentia muy rapidamente en el segundo medio, a razén

de 26 neperios cada longitud de onda, en la direccion de z,

3. la onda refractada se considera asi una onda superficial evanescente ya que
queda confinada a un pequeno espesor a partir de la superficie de separacién
de los dos medios, que acompana al proceso resultante en el primer medio, que
como se podra demostrar mas adelante, se propaga también en la direccion de

y a la misma velocidad v, = ¢/4,2.
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Caso n; < ng

Cuando n; < ne, pero en particular n; < ny ocurre

nq sin 6 ny
— = = LKl= si——=>0=60—-0
No s @ na

y todas las ondas se refractan en direccion de la normal para todos los valores del

angulo de incidencia.

9.4. Formulas de FRESNEL

9.4.1. Introduccion

Respecto al plano de incidencia el campo eléctrico puede presentar una orien-
tacion arbitraria. Sin embargo, cualquier campo eléctrico arbitrariamente orientado
respecto al plano de incidencia se puede representar mediante una apropiada combi-
nacion lineal de las componentes perpendicular y paralela a dicho plano de incidencia
—ver Fig. 9.11-.

H? H~ medio 1
E o‘gf ! \@fE -
S15) 5 Yy
(o) gt
;B
medio 2 medio 2

(a) Onda incidente con polarizacién perpendicular: el
campo eléctrico es ortogonal al plano de incidencia —

entrando en la hoja—.

(b) Onda incidente con polarizacién paralela: el campo
eléctrico estd contenido en el plano de incidencia —

contenido en la hoja—.

Figura 9.11: Polarizaciones bases de la onda plana incidente.

9.4.2. Polarizacién perpendicular

Cuando el campo eléctrico de la onda incidente es normal al plano de incidencia se
dice que la misma presenta polarizacién perpendicular —ver Fig. 9.11(a)—. Respecto
al sistema de referencia principal tenemos:

Onda incidente:

E° = Ae—jml(ysmcp-‘,-zcoscp)aeo
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A . .
o __ —JK sin p-+z cos o
H° = ; eiri(ysing Y ay,
1

Onda reflejada:
E = Be—jfﬂ (ysin 4z cos ) Qo

H = Eefjnl(y sin ¥ +z cos w)ah_
m

Onda refractada:

E+ — Ce—jmg(ysin0+zcose)ae+

H+ — gefjng(y sin 64z cos G)a
Up)

ht

con A, By C complejos.
Los vectores @po,—+ y apo—+ tienen la siguiente expresion en funcién de la base

vectorial del sistema de referencia principal:

Qen = COS QY Qg + COSQy Ay + COSQ3 @,

apn = cos 51 ag +cos By a, +cos By a,

con n € {o,—,+}. Los valores de estos dngulos directores se han deducido a partir

de la Figura 9.11(a) y se muestran en el Cuadro 9.2.

Cuadro 9.2: Angulos directores de los ejes 2> y y> T naturales respecto al sistema

de referencia principal, en el caso de polarizacién perpendicular.

ag 0° ay 0° af 0°
g 90° |ay  90° |af  90°
o 90° a3 90° |af  90°

° 900 | pr 90 o 90°

S 9 | By 18— | By 0
BS 00°+ o | By 270°— o | BF 90° + 6

Tomando en cuenta el valor de los angulos del Cuadro 9.2 podemos escribir:

Onda incidente:

E° = Aeim (y sin p+2z cos ) a,

A . .
H° = e irmlysingtz COSS")(cos va, —sinpa,)
Uit
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Onda reflejada:

E- = Befjnl(ysianrzcosw)am
— B —jk1(ysiny+zcosv)) :
H = ——e7mV (cos pa, + sin pa)
T

Onda refractada:

E+ — Ce—jng(ysine—i—zcose)am
C

H+ — _efj/iz(y sin 04z cos 9)(

cos fa, — sinfa;)
2

Condiciones de borde

Las componentes tangenciales de los campos eléctrico y magnético han de ser

continuas en la superficie de separacion de los dos medios:

De aqui sigue® que:

A+B=C

1 1
—(A— B)cosp =—Ccos ¥t
n T2

Al definir los coeficientes de reflexion, p,, y transmisién, 7., para la polarizacion

perpendicular :

se podra escribir:

I+pL=11

—(1 = pyr)cosp =—1, cosb
m Up

2Tomando en cuenta las leyes de Snell: 1 sin ¢ = k; siny = Ky sin 6.

168



y de aqui se obtiene:

_ macosp —mcosd

9.64
72 €OS @ + 1y cos 0 (9.64)
2
7= ROV (9.65)
7)2 COS (p + 1 cos 6
Tomando en cuenta que:
sin 1) = sin ¢
COSY = —cCos
Resulta, para z < 0:
El — E° 4 E = Aefj/ilysinap<€fjnlzcos<p _i_plejnlzcosgo)aw (966)
A . . ) .
Hl — H° LT H = e imysing { [ef]nlzcosap o pJ_ej/ilzcosap} cos pay,
M
— [e’j’““c’s“" + pLej”“ZCOS“"} sin goaz} (9.67)
y para z > 0O:
E, = ET = Ar e /msnttzcsta, (9.68)
A ) )
H,=H' = —Tle_]”(ysmeﬂcosg)(cos fa, —sinfa,) (9.69)
12
Ejemplo

Una onda plana, que se propaga en un medio con un indice de refraccion ny; = 6,
incide con un dangulo de /4 sobre la superficie de separacién con un segundo medio
de indice de refraccion ny, = 1. El campo eléctrico incidente tiene una amplitud de

E =5 V/m y es perpendicular al plano de incidencia. Calcule:
1. El angulo de refraccion.

2. Los coeficientes de reflexion y transmision.

3. 8°, 8 v S+,
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Solucion

1. Ya que el dngulo de incidencia es mayor que el d&ngulo critico oo = arcsin(ng/ny) =
9,59°, el angulo de refraccién serd complejo y tendra la forma 6 = 7/2 — 33,
y vale 6 = arcsin(ng/ny sinw/4) = n/2 — 52,124, y por tanto se tomard c6mo

angulo fisico de refraccién el valor de 7/2.

2. El coeficiente de reflexién p; (Ec. (9.64)), tomando en cuenta que 75 son

reales, y que cosf = —j[(n1/ny)?sin? p — 1]/2, tendr4 la siguiente apariencia
pL = Z%;Z = 1e/%+, en particular, sustituyendo el valor cos @ = —[(n;/ny)?sin? p—

1]'/2 en las Ecs. (9.64) y (9.65) se tiene:

n Lo 71,542

7. = 143479077

3. DadoqueSz%EXH*yqueHzéx%seré:

E2
SO — _§O
27’]1
s _ lnl’E?
2m
2 12
T FE N
57 = TR st

donde 8>~ es el unitario en la direccién de propagacién de la onda plana

respectiva y f*(y, z) = e~ (26/Nze7(w/42 de modo que

25
SO — —/\O
407‘(‘8
25
s = &
407‘(‘8
Lo (143)%25 5o s
ST= or © s

9.4.3. Polarizacién paralela

Cuando el campo eléctrico de la onda incidente yace sobre el plano de incidencia
se dice que la misma presenta polarizacién paralela —ver Fig. 9.11(b)—. Por inspeccién
de las Figs. 9.11(a) y 9.11(b) se puede concluir que E se orienta como el campo
H,, y el campo H) como el campo —F,, donde los sub-indices 11 y L indican
polarizacion paralela y perpendicular, respectivamente. Para este caso, los vectores

Qeo,—+ V Qpo—+ de los campos eléctrico y magnético, forman los angulos directores
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Cuadro 9.3: Angulos directores de los ejes 2> y y> T naturales respecto al sistema
de referencia principal, en el caso de polarizacién paralela dedeucidos a partir de la Fig.

9.11(b).

af 90° a; 90° af 90°
s © a; 180°— ¢ | af 0

ay 90°+ ¢ | ag 270°—¢ | af 90°+46
gy 180° | By 180° T 180°
Bs 90° By 90° y 90°
B 90° By 90° n 90°

iy, 3y B, 3", respectivamente, con los ejes z, y y z del sistema de referencia
principal que se indican en el Cuadro 9.3.

Tomando en cuenta el valor de estos angulos segiin el Cuadro 9.3 podemos es-
cribir:

Onda incidente:

E° = Ae imusingtzcosd) (co5 pa,, — sin pa,)

A

HC = —— e*jlil (y sin p+2 cos @) a,
U
Onda reflejada:
E = _Befjm(y sin+z cos 1) (COS va, 4 sin QOCLZ)
H = — Eefj"’vl (y sint+z cos ) a,
m

Onda refractada:

E+ — Ce*jm(ysinGJrzcosG) (COS eay _sin eaz>
+ ¢ ing 0
H™ = ——¢ jr2(ysin 04z cos )a'a:
2

Condiciones de borde

Las componentes tangenciales de los campos eléctrico y magnético han de ser

continuas en la superficie de separacion de los dos medios:



De aqui sigue® que:

(A— B)cosp = Ccosb
1 C
—(A+B)=—

h Up

Al definir los coeficientes de reflexién, pj, y transmisién, 7, para la polarizaciéon

paralela:
_E~(y0) B
PI=Ee(y0) A
_Et*(y,0) C
T Ee(y0) A

se podra escribir:

1+ cosw = 1) cos
o 2 I

1 1
—(1— = —T7
o (L= P) =
y de aqui se obtiene:
1o cos 6 — 11 cos
P = (9.70)
7)o cOs 0 + my cos ¢
2m5 cos ¢
= (9.71)

T =
N2 cos 8 + 1y cos ¢

Cuadro 9.4: Férmulas de FRESNEL.

72 COS o — M1 cos 6 219 COS
= T =
7)2 COS © + 1y cos O + 12 COS © + 1y cos 6
7)o cOs B-1, cos ¢ 219 cos p
= TN =
Pl 19 cos B + 1y cos @ I 19 cos B + 1y cos @

Las ecuaciones 9.64, 9.65, 9.70 y 9.71 se conocen como féormulas de FRESNEL

y se resumen en el cuadro 9.4. Tomando en cuenta que:

sin 1) = sin ¢

COSYP = —cos

Resulta, para z < 0:

3Tomando en cuenta las leyes de SNELL: #1 sin ¢ = k1 sin = kg sin 6.
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By = E°+ B~ = Ae /mvsine [[emimzeos 4 p odmiz0059) o5 o,

— [e’j“lzcos“’ — p”ej’““os“’} sin goaz} (9.72)
A . . .
Hl — Ho + H = __e—jnlysmgo(e—jmlzcoscp _ pllejmlzcoscp)am (973)
Uil
y para z > 0O:
E, = ET = Aqje irsinttzcst) (o5 0a, —sinba,) (9.74)
A , .
H, = HT = __,7_”e*]ifug(ysm9+zcosG)alClj (975>
Upi

9.4.4. Angulo de BREWSTER

Para el caso de la polarizacion paralela existe un angulo de incidencia g, de-
nominado Angulo de BREWSTER, para el cual el coeficiente de reflexién paralela se
anula p| = 0. Esto ocurre, en efecto, si 7, cos 6 = 1, cos pp. Si consideramos dos me-
dios no absorbentes y no magnéticos, la expresion anterior se puede escribir de forma
equivalente como n; cos = ns cos g, siendo, como sabemos, n; y ny los indices de
refraccion de los medios 1 y 2, respectivamente. Tomando en cuenta la segunda Ley
de SNELL, Z—; = ﬁ, se ha de cumplir entonces que sin € cos @ = sin pg cos ppg, lo
cual, en efecto, ocurre si = 7 — pp. El angulo de BREWSTER se puede estimar

tomando en cuenta que:

ny cos ) = nasin ppg

segtin la Ec. de FRESNEL (9.70) poniendo p = 0, y
ny sin pg = nysinf
segin la 2da. Ley de SNELL (Ec. (9.63)), considerando que
sin® 0 + cos® 0 = 1 = sin® o + cos® pp

despejando sin? § y cos? § de las expresiones previas

77,2

. 1 .
sin?f = 251n2g03
ny
2
n
29 _ N3 2
cos”f = — cos”pp
1
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sigue que

2 TL2

ny .2 2 .2 a2 2
— SIN” Yp + —5 COs™ Yp = SN Yp + COS™ Yp
na ny

de donde

n
Y = tan ™! (—2)
ni

9.4.5. Reflexion total

Sean el medio 1 no absorbente: 7; es real, y el medio 2 un conductor perfecto:

09 — 00 = 1 — 0 Sigue entonces que:

pL=—1 7.=0
p\\:_l T, =

Polarizacion perpendicular

Los campos en el medio 2 son nulos. En el medio 1 los campos tienen la forma

siguiente (ver Fig. 9.12):

E = —j2Asin(krpz)e " Vay, (9.76)
2A , :

H=" [cos(/@Tz)e_J’”y coS Y@y, + jsin(krpz)e ™Y sin gpaz} (9.77)
Ui

donde kK = K1 cosp v ky = Ky sinp se denominan nimeros de onda transversal y

longitudinal, respectivamente.

T
B G NN

<—¢~ S~ N 1 7 T S A5 N N A A 4
35N\ | £ 7 ﬁa_éﬁ\ /(ee&& N\ ﬂﬁeﬁx\ PP
«sN) | 17 = N AP NI N ESGAN e
SISV 2SN e T ON BN L EEAPR
SN RO IR TR J 7 7S33NN [0S
A SO AN J7225\\[/ec
250 NIIASNS ORI VAAd
\ AN AR AN [/
ERREI AR B ERREA
A [ SRR .
L/ \ L a \
sk /| N N Vv N
YRR/ AR N
NSRS W2Zor NS \ N
Do LRSS e/ AN S5 NS 2 ) ] | Ay
I ARNOS S 2 4 B R ANV RN B B AN
055, s/ INNeee e £ 1 L3550 inseec C 07 V35
P> 7 7 VNSl oy L N DO NSNS ey N~
% 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 9.12: Estructura del campo magnético en el plano zy.
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En el dominio temporal:

E(y,z,t) = 2Asin(krz) sin(wt — Key)ay, (9.78)
24
H(y,z,t) = — [cos(krz) cos(wt — Key) cOs pay,
n
— sin(kpz) sin(wt — Key) sin pa,] (9.79)
Asf como definimos kr v k¢, es admisible definir Ay = 2% Ty A= i—’;:
27 .
E(y,z,t) = E,sin ( ) sin ( t— — ) (9.80)
Ar
2
H(y,2,t)=H, COS( T )COS (wt—— )
Ar
2
— H,sin <A—7;z> sin < t— A—y) (9.81)

A partir de las Ecs. (9.80) y (9.81) se observa que en la direccién normal a la
superficie S » de separaciéon de los medios se crea un patrén de amplitudes con leyes
de variacion respecto a la variable z del tipo sin 2—”2 para las componentes &, y H,,
y del tipo cos z para la componente H,. En virtud de las definiciones de k7, y
Ary se infiere, ademas, que al aumentar el dngulo de incidencia ¢ T, el nimero de
onda transversal disminuye xp | y por consiguiente la separacion de los nulos en el

plano transversal aumenta Ar 7.

Animacion del campo magnético utilizando MATLAB

Una animacion que muestra la dindmica del campo magnético sobre el plano con-
ductor se puede realizar usando MATLAB. En la pagina web del curso TeMii2.html
se muestra esta animaciéon de la cual en la Figura 9.12 se muestra un fotograma.
Para todo dngulo ¢ de incidencia tal que 0 < ¢ < 7, a partir de las Ecuaciones
(9.78) y (9.79), comprendemos que el «proceso» que resulta, se propaga tangente al
plano de separacién de los medios, en la direccién de y, con un patrén de amplitu-
des que presenta maximos y nulos en el plano transversal. Este «proceso» consiste
en una onda plana no uniforme progresiva en la direccién de crecimiento de las y.
Vemos como el plano conductor hace de guia, guiando la onda en una de sus direc-
ciones tangenciales. A continuacion se anexa una copia del script que permite crear
la mencionada animaciéon del campo magnético durante dos periodos. La ventana

creada mide A\p/2 de alto (eje z) y 2A, de ancho (eje y).

% incoA
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phi=35%pi/180;

kl=sin(phi);

kt=cos(phi);

lambdat=2*pi/kt;

lambdal=2*pi/kl;
z=linspace(0,lambdat/2,20) ;
y=linspace(0,3*lambdal,60) ;

X=y; y=z;

[X,Y]=meshgrid(x,y);

for t=0:40

hy=cos (phi)*cos (kt*Y) .*cos (2*pi*t/20-k1*X) ;
hz=-sin(phi)*sin(kt*Y) .*sin(2*pixt/20-k1*X) ;
quiver (X,Y,hy,hz);

axis ([0 2*lambdal O lambdat/2])
set(gca, ’PlotBoxAspectRatio’, [2,11])
image=getframe;

M(t+1)=image;

P=frame2im(image) ;

directory = ’images/’;

number = num2str(t);

extension = ’.bmp’;
filename=[directory,number,extension] ;
imwrite(P,eval(’filename’), ’bmp’);

end

Ahora bien, si se introduce un segundo cuerpo conductor en el escenario previo
(ver figura futura) con una superfice exterior plana, ubicado a una distancia D igual
a un numero entero de medias Ap: D = nATT, con n = 1,2,3..., los patrones de
amplitudes dados por las ecuaciones (9.80) y (9.81), no se verian alterados, ya que
los mismos satisfacen de antemano las condiciones de borde que el nuevo cuerpo

conductor impondria.

Cabe preguntarse, luego, dado el sistema de conductores de la Fig. futura, cuales
angulos de incidencia, sobre uno cualquiera de los planos conductores (polarizacién
perpendicular), dan lugar a un patréon de amplitudes de € y H que satisfagan las

condiciones de borde que imponen ambos conductores. La respuesta se obtiene al
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imponer:

kD = nm
nm
Kicosp = — (9.82)
ne
Cos p = D]

con n=12 ... N

siendo N el nimero entero mayor para el cual se obtiene un angulo de incidencia

fisicamente realizable.

Problema

Para un par de planos conductores separados una distancia D = 2 c¢m y a
f = 40 GHz, calcule los dangulos de incidencia fisicamente realizables que permitan
la propagacién de los campos en la forma descrita previamente.

Resp.: 79.1931°, 67.9757°, 55.7711°, 41.4096° y 20.3641°, en correspondencia de
n=1,2,3,4,5, siendo N = 5.

Polarizacion paralela

Los campos en el medio 2 son nulos. En el medio 1 los campos tienen la forma

siguiente (ver figura 9.13):

E=-24 {j sin(kpz)e 7Y cos pa, + cos(krz)e Y sin goaz} (9.83)
2jA ,
H=-2~ cos(krz)e " ay, (9.84)
m

En el dominio temporal:

E(y,z,t) = 2A [sin(krz) sin(wt — Key) cos pay,

— cos(krz) cos(wt — Key) sin pa,, | (9.85)
2A

H(y, z,t) = P cos(kpz) sin(wt — Key)ay, (9.86)
1

Animacion del campo eléctrico utilizando MATLAB

A continuacion se anexa una copia del script que permite crear una animacién
del campo eléctrico durante dos periodos. La ventana creada mide Ay/2 de alto (eje

z) y 2\, de ancho (eje y):
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Igura Y. . EStructura del campo electrico en el plano zvy.
Figura 9.13: Estructura del léct | pl Yy
% incoB

phi=35%pi/180;

k1l=sin(phi) ;

kt=cos(phi);
lambdat=2*pi/kt;
lambdal=2*pi/k1;
z=linspace(0,lambdat/2,20);
y=linspace(0,3*1lambdal,60) ;
X=y; y=2;
[X,Y]=meshgrid(x,y);

for t=0:40

ey=cos (phi)*sin(kt*Y) .*sin(2*pi*t/20-k1*X);

ez=-sin(phi) *cos (kt*Y) .*cos (2*xpi*t/20-k1*X);

quiver(X,Y,ey,ez);

axis ([0 2*lambdal O lambdat/2])
set (gca, ’PlotBoxAspectRatio’, [2,1
1D

image=getframe; M(t+1)=image;
P=frame2im(image) ;

directory = ’images/’;

number = num2str(t);

extension = ’.bmp’;

filename=[directory,number,extension] ;

imwrite(P,eval(’filename’), ’bmp’);

end
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Condiciones limites de LEONTOVICH
Analicemos la onda refractada en un buen conductor (ver Cuadro 9.5):
er(y’ Z) — efjn(ysinGJrzcosG) (987)

donde k = /“2#(1 — ) es complejo.
Tomando en cuenta la segunda ley de SNELL para la interfaz espacio vacio-buen
conductor kgsin g = ksin @, siendo kg sin ¢ real; sigue que sin # ha de ser complejo

de modo que:

Kosingp = Kk sinf (9.88)
. ~— =
real complejo complejo
—_— —

real

De esta forma la Ec. (9.87) se podra escribir de la forma:

er <y’ Z) :efjn(y sin 6+z cos 0)

:eij (yno sin p+2z4/ k2 — k2 sin? <p) (989)

donde A, = Kosing, A, = %{\/52 — K2 sin? gp} y B, = %{\//@2 — K2 sin? gp}.

De la Ecuacion (9.89) obser-
Cuadro 9.5: Conductividad de algunos buenos con- vamos que la onda refractada
ductores. se propaga en el conductor for-

mando cierto angulo v con la

Conductor | Conductividad [S/m) normal a la superficie de separa-

Plata 6.1x107 ., _1 A, .

- clon vy = tan A5 Y se amorti-

Cobre 5'7X107 gua de acuerdo al factor e 5+,

Oro 1% 107 En sentido riguroso, la onda re-
Aluminio 3.5x10

fractada en un buen conductor

ya no es una onda plana unifor-
me, sino una onda plana no homogénea. Sin embargo, para un buen conductor, en
general, se cumple que k? > k3 sin? p (A, < A,) para cualquier valor de ¢, de modo

que:

VK2 — KkEsin? p =~ +k (9.90)

que por razones fisicas se toma (7):

VK2 — KkEsin? p = K (9.91)
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De esta forma vemos como la tangente del angulo v vale, para cualquier angulo de
incidencia ¢: tany = fl—i’ ~ 0, y por tanto v ~ 0°. Todo lo cual nos permite concluir
que, en la practica, la onda refractada en el buen conductor lo hace siguiendo la
normal a la superficie, y que las componentes tangenciales de los campos resultantes
en el medio 1 se convierten en las amplitudes complejas de los campos refractados

en el conductor no perfecto para cualquier dngulo de incidencia:

E = E*(O)e‘fﬁczat (9.92)
FE

H=a, x — (9.93)
Ule;

donde k¢ vy ne son el nimero de onda y la impedancia intrinseca del conductor,
respectivamente, a; es cierto vector tangencial a la superficie de separacion de los
medios y E1(0) = E7(0) + E; (0). Estas —Ecuaciones (9.92) y (9.93)- son la condi-

ciones limites de LEONTOVICH.

Problema

Una onda plana incide desde un medio dieléctrico sin pérdidas caracterizado por
€ = ¢&9y i = lg, sobre la superficie plana de separacién de un buen conductor
(0 =6,1 x 107 [S/m] —plata—). Para cada uno de los dngulos de incidencia de 20° y

80°, y para una frecuencia f = 0,88 GHz, calcular:

1. T Y TL.

2.1y pL-

3. El angulo de refraccion.

4. Si la intensidad del campo eléctrico en la superficie vale 0,5 V/m, escriba la
expresion de los campos eléctrico y magnético, y de la densidad de corriente

J en el conductor.

Resp.: de acuerdo a la segunda ley de Snell

. . kK1
f = arcsin | sin p—
K2

y tomando en cuenta que k1 = wy/logo ¥ k2 = /57 (1 — j) resulta

© 0
20° | 3,926 x 10~4(1 + j)°
80° | 1,13 x 1073(1 + j)°
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Usando las formulas de FRESNEL resumidas en el Cuadro 9.4, se obtienen:

1. los coeficientes de transmision:

% ul 7L
20° | 4,006 x 107°(147) | 3,765 x 107°(1 + j)
80° | (4,006 + j4,005) x 10~ | 6,957 x 1075(1 + 5)

2. los coeficientes de reflexion:

2 P pL
20° | —1 454,263 x 1075 | —1 + 53,765 x 107°
80° | —1+ 52,307 x 1074 | —1 + 56,957 x 107©

3. El campo en el medio conductor se puede representar en la siguiente forma
hibrida:

Et = Eoe—jng(ysine-i-zcose)a—e{—

como ko es complejo, pero kqsiny es real, sigue que sinf ha de ser com-
plejo de modo que el producto ks sin @ sea también real. Con todo, ks cost =
koV/1 — sin? § serd complejo. De esta forma el campo E se podré escribir como

ET = Eoe_BzZ(z_j("‘ny““ZZ)a‘e1r

donde A, = kysinf, A, = Real(kycosh) y B, = Jm(kycosf). El angulo de
refraccion de la onda en el medio conductor, el cual denominaremos 6*, es
igual al angulo que forma el vector de onda A,a, + A.a. con la normal a la

superficie a:

A
0* = arct —y)
arcan<A

z

© 0"
20° | ~ 0[]
80° | ~ 0[]

Comentarios: la onda refractada en un buen conductor lo hace acostdndose
a la normal a la superficie para cualquier angulo de incidencia. Practicamente
la onda se refracta en la direccién de la normal a la superficie para todo angulo

¢ de incidencia.
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4. En el conductor:

ET = O,E)e_BzZe_j(’%“AzZ)a‘e'r

E~+
H' =a, x —
T2

J=0E"
y por tanto:

a) Para ¢ = 20°:

Et+ = (,5¢ 1003002 o—J(6,308y+4603002) aj [V /m]

H+ — 33’127<1 4 j)67460300,2e*j(6,308y+4603002)a}-i— [A/m]

J = 3,05 x 1071003002~ (6,308y+4603002) g+ [ /2]
b) Para ¢ = 80°:

Et =05 o~ 460300z , —j (18,163y+460300z) aj [V /]

H+ — 337127(1 + j)€7460300'z67j(18’163y+4603002) a;i— [A/m]

J = 3705 X 107674603002efj(18,163y+460300z) a:— [A/m2]

9.5. Mini-proyectos

Mini-proyecto 1

Usando la base de datos disponible en http://www.fcc.gov/oet /rfsafety /dielectric.html
seleccione tres materiales de propiedades electromagnéticas muy distintas. Seleccio-
ne, ademds, un rango de frecuencias suficientemente grande para los fines de las

tareas que se proponen a continuacién y proceda, usando MATLAB?, a

4El uso de MATLAB no es restrictivo. Puede usar cualquier otro software mateméatico.
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1. Construir las graficas v = £/(f) [rad/m] y £ = £"(f) [Np/m], usando, si
es necesario, escalas a la izquierda y a la derecha. La gréfica de k" = k"(f)

repitala en [dB/m] y la de v’ = &/(f) en [°/m].

2. Repita los célculos del punto anterior usando las formulas aproximadas con-
siderando cada material una vez como un dieléctrico de bajas pérdidas (k' ~
wy e’ y K~ w pos’g—;), y otra vez como un buen conductor (k' = k" &
\/ 25%). Superponga los resultados con los del punto anterior sobre una mis-
ma grafica (una por material) utilizando distintos tipos de lineas y marcas.
Analice el resultado y concluya acerca del rango de frecuencia en el que las

aproximaciones se pueden tomar como validas.

3. Construir las graficas v, = v,(f) y vy = v, (f), usando, si es necesario, escalas

a la izquierda y a la derecha.

4. Construir las graficas A = A(f) y tan A = tan A(f), usando, si es necesario,

escalas a la izquierda y a la derecha.

5. Construir la grafica 0 = 0(f).

Mini-proyecto 2

Introduccién

Se propone a continuaciéon una terna de problemas para ser resueltos usando
MATLAB o Mathcad, u otro software similar, con el propésito de estudiar la disper-
sion en los medios cuyas propiedades intrinsecas son dependientes de la frecuencia.

Un medio dispersivo se modelarda con una funcién de transferencia H(w) =
e %A% donde k(w) es el nimero de onda dependiente de la frecuencia, y Az es la
longitud recorrida por la onda a través del medio. De esta suerte, si F;(w) es la trans-
formada de Fourier de cierto campo &;(t) variable en el tiempo: E;(w) = §{&(t)},
donde el subindice i estd por «entraday, después de Az metros recorridos por la

onda en el medio, tendremos un campo eléctrico de «salida» &,(t) dado por:

E.(1) =5 {E(w) H(w)}
=5 B w)e

En MATLAB, la transformada de FOURIER, §{ }, y su inversa, § '{ }, se

estiman discretamente mediante las funciones FFT[ | e IFFT[ ], respectivamente.
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Se trata, en los ejercicios que se proponen en este documento, de experimentar
con cierto medio no magnético, de propiedades intrinsecas dispersivas €'(w) y £”(w),
para estimar el efecto que estas propiedades dependientes de la frecuencia tienen
sobre ciertos campos de entrada con formas temporales dadas. Para ello se debera

proceder de la siguiente manera:

tomar N muestras de la forma temporal del campo &;(¢) y almacenarlas en un
vector de MATLAB,

» tomar la FFT de esta secuencia,

= multiplicar el vector resultante por un vector formado por igual nimero de

muestras (/) de la funcién de transferencia H(w) del medio, y

= tomar, finalmente, la IFFT del vector resultante. El vector resultante contendra

N muestras de la forma temporal de &,(t).
En adelante denominaremos este procedimiento «procedimiento numérico».

1. Usando la base de datos disponible en http://www.fcc.gov/oet /rfsafety /dielectric.html
seleccione un medio. Seleccione, ademas, un rango de frecuencias suficiente-
mente grande para los fines de las tareas que se proponen a continuacién y
proceda, usando MATLAB?®, a construir las graficas ¢ = ¢'(w) y &’ = ¢"(w),

usando, si es necesario, escalas a la izquierda y a la derecha.

2. Para el medio dispersivo no magnético seleccionado, calcule la profundidad de
penetracion 0 para un valor de frecuencia w; prefijado por usted. Para este
valor de frecuencia conciba un campo mono-cromatico de entrada —&;(t)-,
y usando el procedimiento numérico, con H(w;) = e 719 compruebe que

E;(t
£a(t)] = 0L

3. Usando las formas temporales del campo &;(t) que se muestran en la Fig. 9.14
estime, usando el procedimiento numérico, las correspondientes formas tem-
porales de salida &,(t), calibrando apropiadamente los valores de wy, ancho de
banda (BW) y Az, de manera tal de observar el efecto de la dispersién en el

campo de salida.

5El uso de MATLAB no es restrictivo. Puede usar cualquier otro software mateméatico.
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(a) (b)

Figura 9.14: Formas temporales de entrada &;(t).

9.6. EIl c6digo FDTD en MATLAB®

function fdtdild(epsir2,sigma?2)

% caso 1: epsi2r=1, sigma2=0 adaptacién
% caso 2: epsi2r=4, sigma2=0 desadaptacién intermedia, reflexidén parcial
% caso 3: epsi2r=4, sigma2=0.04 desadaptacién intermedia con absorcién

% caso 4: epsi2r=4, sigma2=100 reflexidén total
close all

K=200;

kc=K/2;

t0=40;

spread=12;

n=0;

N=600;

ex(K)=0; hy(K)=0;

z=1:K;

exil=0; exi2=0; exdl1=0; exd2=0;
epsi0=8.85419e-12; c=3e8;

xd=100;

epsir=epsir2;

sigma=sigma?2;

£=700e6;
lambdamin=c/ (sqrt (epsir)*f);
deltaz=lambdamin/10;
deltat=deltaz/(2*c);
eaf=(deltat*sigma)/(2*epsir*epsioO);
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sigmaz=[ones(1,xd-1) ones(1l,K-xd+1)*((1l-eaf)/(1+eaf))];
epsiz=[0.5*ones(1,xd-1) 0.5*ones(1,K-xd+1)./(epsir*(1+eaf))];
y=[-2 2]; zd=[xd xd];

deltaz=lambdamin/10;

deltat=deltaz/(2*c);

for n=1:N

for k=2:K
ex(k)=sigmaz (k) *ex (k) +epsiz(k)*(hy(k-1)-hy(k));
end

pulso=sin(2xpi*f*deltat*n);

(5)=ex(5)+pulso;

ex(1)=exi2; exi2=exil; exil=ex(2); ex(K)=exd2; exd2=exdl; exdl=ex(K-1);

for k=1:K-1
hy (k)=hy (k) +0.5% (ex (k) -ex(k+1));

end

subplot(2,1,1)
plot(z,ex,’b’,zd,y,’g’)

ylabel(CE_x’)

axis([5 K -2 2]),
text(80,1.5,’\epsilon_0’),
text(105,1.5,’\epsilon_2, \sigma_2’);
xlabel(’z’)

box off

subplot(2,1,2)
plot(z,hy,’r’,zd,y,’g’),

ylabel ("H_y?)

axis([b K -2 2]),
text(80,1.5,’\epsilon_0’) ,text(105,1.5,’\epsilon_2, \sigma_2’);
xlabel(’z?)

box off

pause(0.01)

end
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Capitulo 10

Principios de radiacion

Introduccién

I en cierto volumen V’ se localizan cargas y corrientes (fuentes, Fig. 10.1(a)),
al tomar una superficie cerrada S, en cuyo interior quede contenido V', y
evaluar el flujo de potencia electromagnética activa a través de ella, si éste

es no nulo, entonces tales fuentes estaran emitiendo energia.

$EXH .ds >0 $EXH .ds >0 $§EXH" .ds >0
S s s

— 1 r —
' v’ ds W ds

J(r'), pu(r') H

(a) Genérica (b) Antena (c) Circuito

Figura 10.1: Distribuciones de fuentes.

Este desprendimiento de energia, que se denomina radiacion, se detecta toda vez
que la parte real del vector de POYNTING sea, en promedio, radial respecto al centro
geométrico de la distribucién de fuentes. La radiaciéon puede ser un efecto delibe-
rado o indeseado. Cuando se trata de una antena —Fig. 10.1(b)—, por ejemplo, la
radiacion es un proceso intencionado. Cuando se trata de un circuito —Fig. 10.1(c)-,
en cambio, la radiacion representa un problema de compatibilidad electromagnética.
Conociendo en detalle como se produce la radiacion, serd posible disenar antenas
para que irradien con ciertas propiedades preestablecidas, o disenar circuitos de mo-

do que no lo hagan. Acerca de como hacer para que un circuito se someta a las leyes
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de la Teorfa de Circuitos sin que irradie se puede leer en la Ref. [25].

En el presente documento haremos énfasis en la deduccion del conjunto de ecua-
ciones matematicas que describen los campos de radiacién producidos por fuentes
primarias suspendidas en el espacio libre —Fig. 10.1(a)-. Sabemos, sin embargo, que
en el mundo real es imposible forzar semejante distribucién de fuentes impresas.
Fisicamente, la radiacién ocurre porque cierta estructura material, llamada antena,
puesta en proximidad de un campo primario, al interactuar con éste, esparce en el
espacio circundante parte de la energia contenida en él en forma de un campo libre
(dindmico) el cual se aleja radialmente. Invocando apropiadamente el Teorema de la
Unicidad y el Principio de Equivalencia, los campos radiados pueden ser calculados,
sin embargo, por integracién de unas fuentes equivalentes que sustituyen a la antena
y que pueden ser tratadas como fuentes impresas [26]. En todo caso, por ahora, la
discusion de este asunto desde un punto de vista fisico quedara pendiente. Acerca de
como una antena emite parte de la potencia disponible en sus terminales (o puerto)

de alimentacién en forma de radiacién se puede leer en la Ref. [27].

10.1. Expresion exacta de los campos a partir de
las funciones potenciales para todos los pun-

tos del espacio

El problema general de la radiacién consiste, en su forma clésica, en estimar los
campos eléctrico y magnético en los puntos suficientemente alejados de la distribu-
ci6on siguiendo el método integral, calculando primero, a partir de las fuentes J (')
y pu(r’), las funciones potenciales A(r) y V(r), y a partir de éstas los campos eléc-
trico E(r) y magnético H (7). La regién definida por los puntos «suficientemente
alejados» de las fuentes se suele denominar zona lejana , y es la zona que mayor
interés practico posee desde el punto de vista del disefio y andlisis de los sistemas

radiantes.

Las expresiones exactas de los campo eléctrico y magnético en funcion de las

funciones potenciales A y V' son:

H-vxa (10.1)
W

E=-VV-jwA (10.2)
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donde:

B ﬂ , e—]KR )
A(r) = 1 J(r") dv (10.3)
T Jv
1 e R
V(r) = Tre /v' p(r’) 7 dv (10.4)

donde R=7r — 7.

10.1.1. Expresion exacta del campo H

Para obtener la expresion completa del campo magnético se puede sustituir la
Ec. (10.3) en la Ec. (10.1)

1
H=-Vx
"

% /v’ J()g(r,r")dV/ (10.5)

—JkR
R

biar, tomando el rotacional de la cantidad subintegral:

e

donde g(r,r’) =

, v como los operadores Vx y [,( )dr se pueden intercam-

1

H=—
47 Jvr

V x [J(r)g(r,r")] &/ (10.6)
Recurriendo a la identidad vectorial V x (9 A) = (V) x A+ ¢V x A, resulta
V x [J(r)g(r,r")] = Vg(r,r") x J(r') + g(r,v")V x J(r') (10.7)

Toda vez que la densidad de corriente J varia con r’ y que el operador rotacional

contiene derivadas espaciales respecto a las variables no primadas, serd V x J(r') =

0. El gradiente Vg(r,r’) se resuelve con facilidad teniendo presente que V = %a,ﬂ

Vy(r,r') = (—j/ﬁ — l) g(r,7a, (10.8)

R
Sustituyendo estos resultados en la Ec. (10.7) y luego ésta en la Ec. (10.6), y

después de conmutar el orden de los factores del producto vectorial, se obtiene

g(r,r’)

R ar dVI

1
H—ﬁ//J(r’) X g(r,r")agr dV'—|—4—//J(r’) X

Cdn v T (10.9)

Hp Hjp

donde Hpg, que varia con %, es el campo magnético de radiacion y Hy, el cual varia

con %, es el campo magnético de induccion.
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10.1.2. Expresion exacta del campo E

Para obtener la expresion completa del campo eléctrico se puede proceder de
manera similar a como se procedié con el campo magnético, partiendo de la Ec.
(10.2) directamente o de ésta después de utilizar la condicién de calibracién de
LORENTZ (V- A = —jwpeV'), que convierte la mencionada Ec. (10.2) en la ecuacion
equivalente

E=—-1vVv.A-wA (10.10)
WUHE

Partiremos de la Ec. (10.2) tomando el gradiente de la Ec. (10.4). Pudiéndose in-
tercambiar los operadores V y [y, ( ) dv/, se debera resolver V[p,(r’)g(r,r’)]. Cier-
tamente Vp, (r")g(r,r")] = p,(r')Vg(r, 7). El resultado de Vg(r,r’) se conoce del
procedimiento anterior —Ec. (10.8)—, por lo que el campo eléctrico se podréa expresar

de la forma:

/

1
B=-], o) M a4 L [ Spr")an — wpd ()| g(r,7") d/

EI ER

(10.11)

donde Ej, que varia con es el campo eléctrico de induccion y Eg, el cual varia

R27

con =, es el campo eléctrico de radiacion.

R7

E,H

Egr, Hp

E;, Hy
V’
( J(r'), pu(r)

1 1
"2 >R
1.1
R R2

Figura 10.2: Las fuentes primarias de los campos (corrientes y cargas) se encuentran
suspendidas en el spacio libre llenando con continuidad el volumen finito V' pintado de

azul. En V tales fuentes se distribuyen de acuerdo a las densidades J (') y p, (7).

Los campos de inducciéon Ey y Hy predominan en los puntos muy proximos a
la distribuciéon (R — 0), mientras que los campos de radiacién prevalecen en los
puntos muy alejados de la distribucion (R — oo). En la Figura 10.2 se ilustran
estas ideas. La region donde los campos se pueden aproximar por sus respectivas

componentes de inducciéon se denomina zona cercana: en la zona cercana % > %
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La region donde los campos se pueden aproximar por sus respectivas componentes
de radiacion se denomina zona lejana: en la zona lejana se cumple que % > #.
Entre la zona cercana y la zona lejana se localiza una region en la que ninguno de
los dos tipos de campo descritos prevalece sobre el otro. En esta region, denominada
zona intermedia, los campos se expresardn mediante las expresiones exactas (10.9)
y (10.11).

10.2. Estudio de los campos de radiacion

Las expresiones exactas de los campos de radiacion contenidos en las Ecs. (10.9)
y (10.11) son:

En(r) = /v | Ep(r')aR —woud ()] g(r, 7"y v/ (10.12)
Hpg(r) = % /v’ J(') x g(r,v)ard/ (10.13)

10.2.1. Estructura de los campos de radiaciéon a partir de la

expresion aproximada de A en la zona lejana

Para desentranar la estructura de los campos de radiacion contenidos en las Ecs.
(10.12) y (10.13) procederemos de la manera convencional, ubicando el origen del
sistema de referencia en el centro geométrico de la distribucién como se muestra en
la Fig. 10.3.

E, H
Eg, Hr
Ep, Hy
) 744

e 0 -

J(’I")) p”(’[") dVI
2 1
2> 5
; 1
B~ R % ) #

Figura 10.3: Ubicacién del origen del sistema de coordenadas en el centro geométrico
de la distribucién de fuentes para la deduccién de las expresiones simplificadas de los

campos de radiacién.

Esta decision nos permitira aplicar una serie de aproximaciones las cuales nos
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conduciran a unas versiones, aunque simplificadas, técnicamente correctas de las
Ecs. (10.12) y (10.13), a partir de las cuales sera sencillo comprender el «comporta-
miento» espacial de los campos.

Basandonos en la Fig. 10.3 advertimos que los vectores R, r y r’ forman un
triangulo, por lo que R, el mdédulo de R, se puede poner en funcién de r y ', usando

el teorema del coseno:

R— (7’2—1—7”2—27“4“/)% (10.14)

Para R > max{r'}, lo cual se cumple en la zona lejana, el término 7’ se puede

despreciar y la expresion (10.14) se puede aproximar de la siguiente manera:

r2

N\ 2
R%r(l—Qr r) (10.15)

1
Expandiendo el binomio (1 — 2’;—’2") 2L

ror' 1 (ror\?
1— ol (10.16)

asumiremos las siguientes aproximaciones:

R~r

R~ (10.17)

T, parala amplitud;
r—1r'-a,, paralafase

y ademas agr ~ a,.
Al sustituir las aproximaciones expresadas mediante la Ec. (10.17) en las Ecs.
(10.12) y (10.13) se obtiene:

—JKT , — KT )
ER('T‘) — _%e - //J(’T‘/) ejlir -y dVI + ﬁe . /Vl §p<,r/)ar e],ﬂ: ap dVI
(10.18)
—JRT ,
Hyfr) = {5~ [ T x & a, av (10.19)

La Ecuacién (10.18) requiere un poco de manipulaciéon adicional para obtener
una version equivalente que exprese mejor la idea en ella contenida. Para ello vamos
a hacer uso de la ecuaciéon de continuidad de la corriente p(r’') = V' - J(v')/ — jw

en la segunda integral de la Ec. (10.18):

K e—]I‘QT’

) e’ K ’ Kr'-a / / n gkr’-a /
/ —p(rHa, "4 dv' = V' -J(r') e dv'a, (10.20)
'€

T r drew 1 Jvr

n—1)(n—2)
3!

-1 . . -
YA42)" =1+nz+ n(gl ) g2 4 23 +.. ., siendo n un ntimero natural o una fraccién.
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donde se ha extraido de la integral el vector unitario a,. Ya que V' - J(7’) e/ o =
VI () @] — J (1) - Ve o resulta:
V/ : J(’l“/) e]RT,-aT d]// = vl . [J(T'/) e]"’”"','ar] dVI _ / J(,,.,/) . v/e_]/{'r’-a,r dVI
v’ v’ ,

= [J(r") eJ“’""“T] -ds —/ J(r') - Jka@Re T dy/
5 v

=0

— —jli/ J,(r') e e qy!
V/

que al sustituir en la Ec. (10.20) resulta:

— KT , — KT ,
JE / Ep(r’)ar errar gy = JOHC / J.(ra, " A (10.21)
I E i

AT r

A r

Al sustituir la Ec. (11.32) en la Ec. (10.18) se obtiene:

ER(T') S—— ﬁeynr/ J(r’)eﬂr,-ar dy/_ ﬂ Jlir/ JT(’I“/)CLTGJMI'GT dV/
4T r ' AT r /
Azt Azerar
(10.22)
Hg(r) = —%ar X %e : //J(r’)e]””"ar dv/ (10.23)
Aze

Se define el Vector Potencial magnético aproximado en la zona lejana A.,:

— KT ,
A(r) = ﬁ ¢ - / (e 4 (10.24)
OFFE N(’r)

donde e_:W consiste en una onda esférica elemental (OEFE) que parte del origen

radialmente hacia el infinito, y la integral N (r) se denomina vector de radiacion:

N(r) = /, J(r")e e dy/ (10.25)

Usando la definicién anterior de vector potencial de zona lejana, los campos de

radiacion se pueden expresar de la forma compacta

ER<T) = _jw<AZE - Azérar) (1026)
Hpg(r) = —%ar X Az (10.27)

A partir de las Ecuaciones (10.26) y (10.27) se puede inferir que los campos

eléctrico y magnético de radiacion viajan en la direccién radial a,.. También inferimos
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que tales campos son transversales respecto a esta direccion de propagacion, que son
entre si mutuamente ortogonales, y que la relacion entre sus amplitudes complejas

es idénticamente igual a la impedancia intrinseca del medio:

En _ o _

10.28
P (10.28)

10.2.2. Vector de radiacion

El vector de radiacién N () = [i J(r")e?" % di/ consiste en la «sumay de todos
los elementos de corriente desfasados, respecto al elemento ubicado en el origen, un
angulo proporcional a la distancia, medida en la direcciéon de observacién del campo,
entre el elemento de corriente considerado y el origen. Por ejemplo, al elemento de
corriente J(r’)dv/, ubicado en el punto fuente 7/, se le desfasa con un angulo par a
kr’-a,, el cual es proporcional a la distancia 7’ - a,. entre el punto fuente y el origen,
medida en la direccién hacia el punto de observacion que viene dada por el vector
unitario a,.

En coordenadas Cartesianas, el vector de radiacién (10.25) se puede escribir de

la forma
///J e IR @2 Qg dyd (10.29)
donde k, = 2; sinf cos ¢, K, = 2)75 sinfsing y k, = 2; cosf, e interpretarse como

una transformada de Fourier tridimensional entre el dominio fuente (posiciones de
las fuentes [2', ', y 2'] o geometria de la distribucién) y el dominio de observacién
(dngulos de observacion [0,p]), mediante las frecuencias espaciales k,, K, ¥ K.
Por otro lado, tomando en cuenta que v’ = r'sin 6’ cos ¢’a, + r'sin @' sin ¢’a,, +
r’ cos 0’ a, escribiremos:
’ 2T ’,o. . ’ / . . ;. . / /
KT =—r (sin fsin 0’ cos ¢ cos ¢’ + sin @ sin 6’ sin p sin ¢’ + cos B cos ')  (10.30)
al integrar, el vector de radiacién queda como una funcién solamente de los angulos

de observacién 0 y ¢, esto es: N(r) = N(6,p), vy se podré escribir de manera

compacta
A(r) = a eﬂmN(«? ) (10.31)
=t dr 7 s '
y ademas
Eg(r) Ll e_]WN (0, 9) (10.32)
= —jw .
R J P T\V, ¢

donde Nt (0, p) = Ng(0,p)ag + N,(8, p)a, es la componente transversal (respecto

a la direccién de propagacion a,.) del vector de radiacion.
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Ejemplo

Se desean calcular los campos E y H de ra-
diacion de una espira circular de corriente I, de

radio a < A, dispuesta sobre el plano z = 0,

centrada en el origen y orientada segin el eje z
(ver Fig. 10.4). Figura 10.4: Espira circular de co-

Sol.: en primer lugar se ha de calcular el Vec- rriente Iy, de radio a < ), dispues-
tor de Radiaciéon N = [, J(r')e’"" @ di/, para ta sobre el plano z = 0, centrada en
lo cual expandiremos €% en una serie de po- el origen y orientada segin el eje 2.

tencias:

’ 1 1
e — 1 4 gkt - a, + a(j/ﬁ’r‘/ cap)’ .+ E(J“r/ cap)"

. . . . ./ ,.
y aplicaremos la siguiente aproximacién e*" % ~ 1 4+ jxr’ - a,, donde se han des-
preciado los términos de orden superior a uno (;por qué?). La integral a resolver

asume la forma
N :jé Iyay (1+ grr’ - a,)dl’
F/

tomando en cuenta que solo nos interesan las componentes transversales de IN y que

ay - ag = cosfcos(p — ¢ —m/2)
a, - a, = cos(p — ¢')

r’ - a, = asinfcos(p — )

se obtiene

Nr = jlyka*rsin fa,,

A partir de aqui el campo eléctrico se puede calcular facilmente usando la Ec. (10.32)

comor:
B Ion(ka)? e 95"
4 r

y el campo magnético como H = a, X %:

sin fa,,

T 2 —IKT
To(sa)” e - pay
4 r

H=—

Problema

Obtenga N, A.,, Er v Hg para un dipolo de Hertz. El dipolo de Hertz consiste
en un elemento filamentario de corriente. Una definicion apropiada del dipolo de

Hertz es la siguiente:
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J(r') = Iod(z')3(y)dlas, (10.33)

Resp.: N = [yd{(—sinfag + cosfa,), A,y = £ [,dl(— sinfag + cosba,),

AT r

Eg =2t [ d(sinfay y Hr = 2" [,d/sin Oa,,.

4 r T 4w

En la pagina WWW (Fig. 3) se muestra una animaciéon del campo eléctrico
alrededor del dipolo de Hertz . El computo de dicho campo se realiz6 usando la

expresion exacta del campo.

10.2.3. Condicion de no radiacion

Las propiedades de la radiacion de una determinada distribucién de corrientes
estan contenidas en la integral IN (6, ¢). Una inspeccion detallada de esta integral
nos permitira descifrar la clave para minimizar la radiacién en aquellos casos donde
ésta no se desee, como en la teoria de circuitos y en la teoria de lineas de transmision.
Debemos advertir, sin embargo, que una supresion completa de la radiaciéon no es
posible sino se apantalla apropiadamente la distribucion de corrientes.

Con todo, es de interés general, dada una
distribucion de corrientes, conocer cuales con-
diciones se deben cumplir para reducir los cam-
pos de radiacion a valores practicamente des-
preciables.

Para resolver esta cuestion procederemos,

asumiendo que se pueda, a «arreglar» todos
los elementos de corriente en parejas: cada ele- Figura 10.5: Detalle de la distribucién
mento J (r! )dv;, con su retorno J(r] )dv,,—ver
Fig. 10.5-, tal que J (v} )dv), = =J(r! )dv,, .y

a evaluar la aportacion diferencial que dicha

en la que se muestran un elemento de

corriente y su retorno

pareja hace al campo de radiacion total.
En efecto, segin la Ec. (10.32), tal aportacién sera proporcional a ambos ele-

mentos de corriente de la forma

dEg o< J(r!)e" ™ du/) + J (r! ) Tm e dy),
o J(r!))d/, (e rnar — eIFTmar)
o J(r!)du), e rnar (1 — enor"ar) (10.34)

donde 7’ = 7] — r/ es un vector que une a ambos elementos de corriente. Ahora

bien, si la distribucion de corriente se la restringe para que el maximo valor de la dis-

196


http://www.ing.uc.edu.ve/~azozaya/TeMii2.html

tancia entre un elemento de corriente y su retorno sea muy pequeno en comparacion

(5 )
wsera

con la longitud de onda: max{dr'} < A, el angulo de fase kér’-a, < 27
aproximadamente de orden cero, el exponencial ¢/9"" % de orden uno y el campo
de radiacién, que se obtiene integrando la Ec. (10.34), despreciable. Por esta razén,
podemos declarar la condicion max{dr'} < A, como la condicién de no radiaciéon de
una distribucién genérica de corrientes.

Un ejemplo préactico de aplicacién de la condicion de no radiacién se observa
cuando al implementar un circuito impreso se utilizan al menos dos capas: un plano
conductor de cobre (+ un substrato dieléctrico) y una cara con las pistas de cobre
sobre la que se sueldan los distintos elementos concentrados. En este caso, todos los
retornos de corriente se desarrollan sobre el plano conductor, de tal suerte que el
méax{Jr’} viene dado por el espesor del substrato.

Las lineas de transmision también satisfacen la condicién de no radiaciéon toda
vez que la separacion entre los conductores es mucho menor que A (esta condicién

también garantiza que los campos en la linea sean cuasi-TEM).

10.3. Caracteristicas basicas de las antenas

10.3.1. Zona lejana

La zona lejana de una antena, la cual constituye la zona de interés de la antena,

posee un limite inferior que se define como [28]:

) r
T, = MAax r/r, > 1,6r>1 (10.35)
MAX

El conjunto de la ecuacion 10.35 contiene en realidad tres elementos, ya que la

condicion /1, ,x > 1 impone restricciones tanto de fase como de amplitud:

T2 = mMAax {Tzécp7 Tzcas Tzfca2} (1036)

donde 7,4¢p ¥ 72000 Tepresentan el limite inferior de la zona fejana por consideraciones
de fase y amplitud, respectivamente, debido a la condicién 7/ 4x > 1, ¥ T2tca2
representa el limite inferior de la zona fejana debido al término kr > 1, el cual
establece un restriccion en la amplitud de los campos.

Si la méaxima dimension de la antena es D y su centro geométrico se hace coincidir
con el centro del sistema de coordenadas, entonces este limite se puede expresar en

funcién de D:
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2

2D
T, = MAX DU 50D, 20\ (10.37)

10.3.2. Patron de radiacion

El patron de radiacion, en general, es la ley variacion de la intensidad del campo
(eléctrico) o de la potencia asociada a este, en funcién de los dngulos 6 y ¢ en la
zona lejana.

El diagrama de radiacién (normalizado) se define en funcién de las componentes
FEy y E, del campo eléctrico, en funcién del campo E total, o en funcién de la
potencia radiada (ver Cuadro 10.1)[28].

El diagrama de radiacion se calcula teéricamente o se mide experimentalmente.
Existen diferentes métodos de representacion gréafica: polar 3D, polar 2D, Cartesiano
y cartografico.

La representacion polar 3D consiste en la su-
perficie r = F(0, ¢). En la Figura 10.6 se muestra

el digrama de radiacién 3D de un dipolo de longi-

tud 2\, asumiendo una distribucién de corriente
senoidal. Los diagramas de radiacién mas comu-
nes son: toroidales, haz pincelado, haz en aba-

nico, y cosecante. El diagrama de radiacion po-

lar 2D se obtiene seccionando el diagrama polar
3D mediante planos apropiados: r = F(0, 1),
r=F(b, ).

En la Figuras 10.7(a) y 10.7(c) se muestran

Figura 10.6: Patr6n de radiacién
3D:r = F(0, ).

dos diagramas de radiacién polares de una mis-

ma antena. En la Figura 10.7(a) se muestra un diagrama de radiacién polar con una
escala logaritmica. En la Figura 10.7(c) se muestra un diagrama de radiaciéon polar
con una escala lineal.

En la Figuras 10.7(a) y 10.7(c) se muestran dos diagramas de radiacion polares de
una misma antena. En la Figura 10.7(a) se muestra un diagrama de radiacién polar
con una escala logaritmica. En la Figura 10.7(c) se muestra un diagrama de radiacién
polar con una escala lineal. Se observa claramente como al usar una escala lineal
los 16bulos secundarios quedan escondidos, mientras la escala logaritmica permite
apreciar mejor estos lobulos secundarios. Usualmente se emplean 2, 3, 6 0 9 de estos

diagramas para representar el patron de radiacion de la antena. Se definen los planos
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Cuadro 10.1: Diagramas de radiacién Fy(0, @), F,(0,¢), F(0,9) y |Fo(0,¢)|* de una
antena (INz(6,p) = Ny(0, p)ag + Ny (6, v)ay).

de Ejy: Fy(0, ) = —_Bp(rb.0)| Fy(0,¢) = |No (0,0)|

|Eg (r,0*,0*) | mrax | No(0*,0* )| mrax

de B,:  F,(0,p) = —Zebol _ p g o) = el

| Eo (r,0%,0%) | mrax |Np (0% %) max

|NT(6,0)]
|INT(6°,0°) | max

de E: F(0,p) = 2o F(0, )

|E.e(r,60°,0°)| M ax

de potencia: IF(6,0)|> = Sy (1,0,0)

= 5.(r0°,9°) Mmax

E y H: el plano E es el plano paralelo al campo E y el plano H es el plano paralelo
al campo H. FEl diagrama de radiacion Cartesiano se obtiene poniendo en el eje de
las abscisas la variable angular correspondiente (6 o ¢), y en el de las ordenadas el
valor de F'(0,¢) —ver Fig. 10.7(b)—-. En los diagramas de radiacién Cartesianos la
escala de las ordenadas puede ser lineal, cuadratica o logaritmica.

El diagrama de radiacion cartografico consiste en una serie de curvas de nivel que
se obtienen al poner F(0,¢) = wu, fijado r, con u como pardmetro. En la figura
10.8 se muestran las curvas de nivel de la PIRE (potencia isotrépica radiada

equivalente) en dBW? de dos satélites.

10.3.3. Apertura de haz y nivel de l6bulos secundarios

La apertura del haz principal se suele medir sobre un plano que contenga el
origen y al maximo del patrén de radiacién —F(0, ¢) = 1- y consiste en el angulo
formado por los radiales en correspondencia de los cuales F (0, ¢)> = 1/2 o |E.,| =
| Bao(r,0°, %) arax/\/(2).

El nivel de radiacién secundaria (NNVjs) se suele medir mediante la relaciéon

del maximo del mayor de los 16bulos secundario y el maximo del 16bulo principal:

F 905’ 0s)2
N, [dB] = 10log l F( & < ZMAX]
, P )MAX

101log F(6°, ¢°)? (10.38)

donde (6%, ¢°) es la direccién del maximo del mayor de los 16bulos secundarios.

2PIRE = P.y4D = P.G.
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Figura 10.7: Diagramas de radiacion 2D (tomados de

http://www.astronwireless.com/).

10.3.4. Polarizacion

Se define en general en la direccién de méaxima ganancia de la antena. Se refiere
a la variacion de la direccion y amplitud relativa del campo eléctrico, y en particular
a la figura trazada, en funcion del tiempo, por el extremo del vector en un punto
fijo del espacio y al sentido en el cual dicha figura es trazada [29)].

Tomando en cuenta que el campo en la zona lejana tiene la forma:

Si se define el vector de polarizacién:

PwT(07¢)

PO:9) = (N2 0, 0)

el cual tendra la apariencia general p(6, @) = pg(0, p)ag+p, (0, ¢)a, (ver Fig. 10.9),
siendo pg., (0, ¢) cantidades complejas pg,(0,0) = |po.,(0, ¢)|e’ e+ @¥) . El campo
eléctrico se podra escribir:

: —JRT
g _dme

[Nz (0, )P0, ) (10.39)

AT r

y va que: | Nz (6, p)| = | N7(6°, ¢°)|max F (0, @), se obtiene finalmente una expresién

para el campo eléctrico en funcién del patréon de radiaciéon:

—JRT
E— _Jkne

I NT (O ) hrax F (6, 0)p(0, ) (10.40)
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(a) Mapa de contornos del satéli- (b) Mapa de contornos del satélite Sinosat
te  Tooway '™  banda Ka (Fuente: 1 banda Ku ( 43 to 54 dBW) (Fuente:
http://www.satsig.net/tooway/tooway-satellite.htimt)tp://www.satsig.net/sinosat/sinosat-satellite.htm)

Figura 10.8: Diagramas de radiacién cartograficos o huellas satelitales.

Si se pone, ademas:
K
v, = 4—Z|NT(0<>, 0w ax (10.41)

el campo eléctrico se puede escribir de una forma mas cémoda:

e—jm*

E = —jV,——F(0,9)p(0, ¢) (10.42)

r

lo mismo digase del vector de Poynting (10.41):

V2
S(r,0,¢) = —-F(9,9)%a, 10.43
(r,0,) 201 (0,¢)°a (10.43)
T En un punto dado
P01, 1) ge 1a zona lejana, en
_ Pz la direccién (601, ¢1), y
D01, 1) Yy Py ¥  en un entorno no muy
grande de este punto,
' 0 la onda electromagné-
P(rl ,91, ©1) tica se puede expresar

en funcién de un sis-

Figura 10.9: Detalle en la zona lejana de los sistemas de coor- .
tema de referencia lo-

denadas esférico (general) y cartesiano (local) para la defincién cal definido en coorde.

del vector de polarizacién .
P nadas Cartesianas (ver

Fig. 10.9).
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Para ello se procede a aproximar un pequeno sector de superficie esférica que
contenga en su centro al punto de observaciéon por un sector de superficie plana
transversal a la direccion de propagacion de los campos. En dicha superficie los

. A A
campos se pueden considerar constantes y poner: a, = —ag y ay = —a, de modo
que:

po(61, 01)ae + py(01, p1)ay = poag + pyay (10.44)

donde: p,, = —pp,,(01, 1) , 0 equivalentemente:

lpe(61, 901)|ej\p9(017(p1)a9 + |p<p(917 ‘Pl)|ej\pw(9“pl)aso = |p:v|ej\pzam + ‘py‘ej%a’y (10.45)

donde: |p,, &Y=y = —[ps (01, ¢1)|e/Voe@ %) Tomando en cuenta que E(r,t) =
Re{E(r)e’“'} podremos escribir:
VoF (04,
E(r,t) = M {|p$| Cos <wt — g — KT+ \Ifx)ax + |py| cos <wt — g — KT+ \Ify>ay]
(10.46)

Y dado que las variaciones del campo con r, en un entorno radial Ar pequeno
alrededor del punto de observacion, se pueden considerar como variaciones locales

del campo respecto de la variable z, y poniendo &, , = V,F(01, ¢1)|psy|/7, se obtiene:

E(r,t) = &, cos (wt —kz+ ¥, — E) a, + &, cos (wt —Kkz+ U, — g) a, (10.47)

2

p(t) p(t)

=

‘ T
y v v U O

(a) Lineal (b) Circular (c) Eliptica

Figura 10.10: Tipos de polarizacién.

Dado que la Ecuacién (10.47) tiene la apariencia de una onda plana, se conviene
en asumir que, para un entorno suficientemente pequeno alrededor de un punto
genérico en la zona lejana de la antena, las ondas electromagnéticas radiadas por
ésta se pueden considerar localmente planas.

Tomando como referencia la ecuacion 10.47 los tipos de polarizacién ya estudia-
dos de una onda plana, los cuales se ilustran en la Fig. 10.10 y se definen en forma
sucinta en el Cuadro 10.2; sirven de base para definir la polarizaciéon de la antena

como una funcién de (0, p).
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Cuadro 10.2: Tipos de polarizacién. n = 0,1,2,3,..., SH estd por sentido horario y

SAH por sentido antihorario.

P. lineal v, -V, =nm
+ (3 +2n)m, SH;
P. circular | £, =&, |V, -V, = (2 n) T
— (L +2n) 7, SAH
+(5+2n)m, SH
P. eliptica | &, #&, |V, -V, = (2 n) T
—(L+2n) 7, SAH
>0, SH
V(ELE) |V, =V, # +271 = ’
(Enn&a) | Wy = e 7255 {<O,SAH

10.3.5. Directividad

La Directividad D(6, ), se define como la razén de la densidad de potencia
radiada en un punto determinado por la antena en consideracion, a la densidad
de potencia radiada en el mismo punto por una antena de referencia isotrépica, a
paridad de potencia radiada. Equivalentemente, se define como la relacién entre la
potencia radiada por una antena de referencia isotropica y la potencia radiada por
la antena bajo consideracién, a paridad de densidad de potencia radiada en el punto
donde se desea medir tal directividad:
S(r,0, )

S

P
= ired (10.48)

D(G,@):Dl(e,@: PdS(G )=5
ra r,0,0)=S;

Proa=Pirad

Substituyendo en la ecuacion 10.48 las expresiones de la densidad de potencia
de una antena genérica y de una antena isotrépica (Cuadro 10.3), se obtiene la
expresion de la Ganancia directiva:

D(b,0) = Di(6, ) = 7L 0:%)

= T 0 (10.49)
4m

En la practica se suele hablar de Directividad D, para referirse al valor maximo

de la Ganancia directiva:

Dy =max{D(0,¢)} (10.50)
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Cuadro 10.3: Expresiones de interés.

Densidad de potencia

Antena genérica Antena isotrépica
5(7”,9,80) = S(Tv Hoacpo)MAXF(07S0)2a’T Si = %T%d

Potencia radiada

Antena genérica Antena isotrépica
Prad = S<T7 ‘907 SOO)MAXTQQ 3§4 F(G, ()0)2 dQ Pirad

Y ademas, se suelen emplear, con preferencia respecto a la idealizada antena isotré-
pica, antenas de referencia reales.

Entre las antenas de referencia mas usadas, ademas de la antena isotrépica, se
encuentran: el dipolo de Hertz y de A\/2 (para frecuencias desde LF hasta UHF), la
antena de bocina (para frecuencias més altas), etc. Por esta razén, es comun escribir

Dy para indicar la Directividad de la antena 1 respecto a la antena de referencia 0.

Cuadro 10.4: Directividad de una antena.

Antena de referencia Directividad
Antena isotrépica Dq;(0, ) = m

4am

f F0(97%0)2 dQ
Dy;

__ A4x —
0= FFR@6p2d2 ~ Do
47

Antena genérica D

D [dB] = 10log D

Ejemplo.

Se desea calcular la densidad de potencia por unidad de superficie (médulo de

S), a r metros y en la direccion de (01, 1), radiada por una antena para la cual
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F?(01, 1) = —20dB, siendo su Directividad de D = 45dB, si la potencia radiada
total es de Prap = 5W.

Sol.: la antena irradia en la direccién de maxima radiaciéon S = %D [W/m?],

o equivalentemente (por m?):

Saax = 101og(5000)dBm + 45dB — 10 log(47)dB — 20 log(r)dB
= 36,99dBm + 45dB — 10,992dB — 20 log(r)dB
= 70,998dBm — 20log(r)dB

y como S(r,01,¢1) = SyaxF%(01.¢1), se tiene que (por m?):

S(r,01,¢1) = 70,998dBm — 20 log(r)dB — 20dB
= 50,998dBm — 20log(r)dB

10.3.6. Impedancia de entrada de la antena

Desde el punto de vista circuital, la antena se modela mediante una impedancia
Zg = Ryga + Ry, + j X4, donde R,qq es la resistencia de radiacion, la cual modela
las perdidas de potencia en la antena por radiacion P.g = 1/2|14]*R,a4, R, es la
resistencia de pérdidas, la cual modela las pérdidas en la antena por efecto Joule
(conduccién) y por polarizacién del dieléctrico, y X4 es la reactancia de la antena,
la cual modela la energia almacenada en el campo electromagnético de induccion en

proximidad de la antena.

Problema

Dado un dipolo de Hertz, de longitud A\/50, calcule (a) el valor de la corriente
de alimentacion Iy para que S(100,7/4,0) = 0 dBm sobre metro cuadrado y (b) la
resistencia de radiacién del dipolo.

Resp.: (a) Iy = 32,574 A, (b) 0,316 .

10.3.7. Ganancia de potencia de la antena

Ya que parte de la potencia que se entrega a los terminales de alimentacién no es
radiada y se disipa por conduccion y polarizacion del dieléctrico en la antena misma,
se define el parametro Ganancia de potencia de la antena, GG, que es similar al

de Directividad pero que tiene en cuenta estas pérdidas:
G(0.¢) = eD(8,¢) (10.51)
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donde e es la denominada eficiencia de radiacidn:
Prad
= 10.52
€ Pe ( )

donde P,.4 es la potencia radiada por la antena y P, es la potencia de entrada en

los terminales de la antena. También se suele emplear el término Ganancia para

referirse al maximo de la ecuacién 10.51:

G =max{G(0,p)} =eD (10.53)

10.3.8. Eficiencia de la Antena

La eficiencia total de la antena e; se usa para estimar la pérdida total de energia
debido a:

mirando hacia la linea de transmision: la desadaptacién de impedancias,

en el interior de la antena: las pérdidas por conduccién, y polarizacion eléctrica

y

mirando hacia el espacio libre: las pérdidas por desadaptacion de la polariza-

cion de los campos.

e = eyeep (10.54)
e =1—|T (10.55)
e = |pi - Pal’ (10.56)

donde e, es la eficiencia de reflexién, e es la eficiencia de radiacién, ¢, es la
eficiencia de polarizacion —también denominado factor de pérdidas por polari-
zacion (PLF)—, p; es el vector de polarizacién del campo eléctrico incidente, p, es
vector de polarizaciéon de la antena, I' = Z4 — Z,/Z 4+ Z,, y Z 4 es la impedancia de

entrada de la antena y Z, es la impedancia caracteristica de la linea de transmision.

10.3.9. Area efectiva de la antena

El drea efectiva de la antena (A.) se define como la relacién entre la potencia dis-
ponible en los terminales de la antena (P,) y la densidad de potencia del campo que
incide sobre la antena (S = g#=|N (6, ¢)[*), asumiendo adaptacién de polarizacién
de los campos:

A =2 (10.57)



Relacién Directividad-area efectiva

Para todas las antenas se cumple?:

D 47

A—e =7 = F (1058)

10.3.10. Ecuacion de FRiis

Dada la potencia incidente P; en los terminales de entrada de la antena trans-
misora, la potencia P, de salida en los terminales de la antena receptora se puede
calcular mediante la formula de Friis:

Pie?“T:ve )\2
= o2 Prall, 0)enDro(0, ) —er ot (10.59)

P

Problema

Sobre el dibujo del sistema T, — R, de la Figura 10.11 coloque los diferentes
términos de la Ecuacion de FRIIS (2 ptos.). Considere luego lo siguiente: el receptor
tiene un rango dinamico de 0,5—5 mV y una impedancia de entrada de 50 2. El LNA
tiene una ganancia de 16 dB. La distancia entre las antenas es de 2 Km. Asumiendo
una frecuencia de operacién de 900 MHz, que G, = 25 dB = Gg, en la direccion del
enlace, que las antenas no presentan pérdidas y estan adaptadas, y que la eficiencia

de polarizacion es uno, calcule:

Figura 10.11: Figura del Problema.

1. El valor minimo de Prap que garantice la recepcién dentro del rango dinamico

del receptor.

30J0: demostrar utilizando el teorema de reciprocidad.
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2. Sy E en la antena receptora para el valor de Prap calculado previamente.
3. V. de salida del LNA.

4. El factor K de la antena receptora.

Problema

Estudio de un array de dos espiras circulares. Dada una antena formada por un
par de espiras circulares de radio a < A, ambas de seccién transversal circular de
radio b < a, alimentadas con una corriente Iy, y separadas una distancia h = \/4,

calcule:

1. El vector de radiaciéon N.

2. Los campos A, E y H en la zona lejana.

3. Calcule S'y P,uq.

4. Calcule la Ganancia directiva y la Directividad.

5. Represente en forma Cartesiana F(0,7/2) y F(7/2,¢).

Resp.:
1. El vector de radiacion viene dado por:
N(’l") — / J(,r,/)e]/@r/.a,. dl/,

/.
= Iyay ™ ady’
IR )
= Ioaﬂg a e ABastaaylar g0 4 Ioaﬂg a - /Baztaaylar gy
2T 2T
[Oai a<P,e]/i()\/8)az-aTe]naap/-ar d<,0/ + [Oai agolej/if()\/S)az-arej/iaap/-ar ngl
Y Y
al aproximar %% % ~ 1kaa, - a,*, v después de simples manipulaciones, la
P ) )
expresion anterior se puede rescribir de la siguiente manera:

N('r') :]I{IOGQ%Z ay |:e.7n()‘/8)az'ar + e*JH()\/S)az-ar} (ap/ . ar) ngl

™

:jFLIOCLQ?{ ay2cosk(\/8) cost)(ay - a,) dy'
2

=2 cos[r(A\/8) cos b jﬁfoa27g ay(ay - a,)dy

N de una espira

4; Por qué podemos admitir tal aproximacién?
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y tomando en cuenta que:

ay = sinfcos[r/2 — (¢ — ¢')|a, + cosfcos[m/2 — (¢ — ¢')]ag + cos(p — ¢')ay,

ay - a, = sinfcos(p — ¢')

tenemos:

N = cos|(r/4) cos ]2k Iy’ sin Oa,,
2. De aqui sigue que:

a) Ay =80 cos|(m/4) cos 0]2yklpa’T sin fa,

b) E = _%ﬂg cos|(m/4) cos §] sin fa,
¢) H = =1 < co5](1/4) cos 0] sin fag

3. A partir de los campos E y H podemos calcular:

a) El vector de Poynting S:

1
S:§EXH*

_ (K*La?
N 2r

2
) n cos®[(/4) cos 0] sin? fa,

b) La potencia radiada:

PradIfS'dS
S

k2 Iya? 2o ogm
= ( 5 ) n/ / cos?[(m/4) cos 0] sin? fa,. - sin fdfdya,
o Jo

</<;210a2>2 (73 + 24)
= Ui

T 3

4. A partir de N podemos calcular F'(6), y con éste:

a) La Ganancia Directiva:

y como F(6)? = cos?|(m/4) cos §] sin? §, tenemos:

(6. ) = 4 cos®[(m/4) cos 0] sin? 6

DA%, ¢ $, cos?[(m/4) cos 6] sin? § sin dfdyp
3
w3424
= 1,691 cos®[(/4) cos 0] sin? §

cos?[(m/4) cos 0] sin” f
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b) Y la Directividad:

D = méx{Gp}
— 1,691

5. Finalmente los diagramas de radiacion 2D F(0,7/2) y F(7/2,¢) se pueden

trazar. En la Fig. 10.12 se muestran tales diagramas.

F(B.72)

15 2 25 3 0 1 2 3
) [

(a) F(6,7/2) (b) F(7/2,¢)

Figura 10.12: Diagramas Cartesianos de radiacién.

10.4. Problemas

1. Una antena consiste de dos dipolos elementales de longitud A/60, dispuestos
ortogonalmente sobre los ejes x v 2. La distribucién de corrientes de la antena

se define como:
J(r') = I6(y)0(2)ag + Lo ()6 (y)a. [A/m’] (10.60)
Se desea calcular (todo referido a la zona lejana):

a) N(0,¢), Ey H.

b) F(0,¢), Fo(0,0) y Fo(0,0)-
c¢) Trazar los diagramas de radiacion polar y Cartesiano Fy(6,7/2), Fy(m/2, @),
F,(60,0)y F (0,7/2).

d) Comprobar que para todos las direcciones la polarizacién de la antena
es lineal, y especificar, ademds, dos direcciones (€, ) en las cuales la

polarizacion sea vertical y horizontal, respectivamente.

2. Una antena consiste de dos dipolos elementales de longitud A\/60, dispuestos

ortogonalmente sobre los ejes x v 2. La distribucién de corrientes de la antena
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se define como:

J(r") = 1?6 (y)0(2 ) ag + Iod(2)5(y )a. [A/m’] (10.61)

Calcular:

a) N(0,p), Ey H. Compare el resultado con el del punto 1)(a) y comente.
b) Calcule el vector de polarizacion.

c¢) Evalte el campo en la direccion § = 7/2 y ¢ = 0 y especifique la polari-

zacion en dicha direccidn.

d) Evalte el campo eléctrico y la densidad de potencia a 1 Km de distancia
en la direccion § = /2 y ¢ = /2 y especifique la polarizacién en dicha
direccion.

e) Sobre una porcién de superficie esférica alrededor de la direccién 6 =
/2y ¢ = 7/2, tomando en cuenta que el dngulo sdlido subtendido por
ella es muy pequeno (superficie ~ plana), estudie las diferentes opciones
para el valor del angulo a con el proposito de obtener diferentes tipos de

polarizacion: circular y eliptica, derecha e izquierda, y lineal.
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Capitulo 11

Ondas Guiadas

Introduccién

NA guia de onda estd hecha de uno o mas materiales de propiedades electro-
magnéticas intrinsecas diferentes y consiste, en general, en una estructura
con gran desarrollo longitudinal y una secciéon transversal uniforme. En la

Figura 11.1 se muestran algunos tipos de guias de ondas.

Una guia de onda puede tener la forma de una caferia, hecha de material con-
ductor, rellena de aire, o vacia, como es el caso de una guia de onda rectangular
—ver Fig. 11.1(a)—, o de una guia de onda circular; o podria consistir en dos regio-
nes cilindricas concéntricas hechas de materiales dieléctricos con distintos indices
de refraccién, como es el caso de la fibra éptica —ver Fig. 11.1(d)—; o de un par de
conductores cilindricos formando lo que se conoce como una linea bifilar. Existen
otras estructuras de guiado, como el cable coaxial —Fig. 11.1(b)—, la microcinta —Fig.
11.1(c)-, etc.

Normalmente se puede asumir que los campos se propagan en el interior de la
guia! en la direccién longitudinal, mediante multiples reflexiones en la superficie de
separacion de los materiales que conforman la estructura. Esto es intuitivamente
cierto cuando uno cualquiera de los campos presenta una componente longitudi-
nal (modos TE y TM), pero resulta muy dificil admitirlo cuanto los campos son
completamente transversales (modo TEM).

Si hacemos caso omiso de las fuentes impresas que pudieran excitar los campos
dentro de la guia, lo cual se logra imponiendo la inexistencia de tales fuentes, los

campos en la guia se pueden considerar libres, pero confinados, y su estructura es-

1Se entiende por interior de la guia la regién ocupada por el material interno
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(a) Guia

tangular

de

(tomado

onda rec-

de

http://www.quinstar.com).

(c)

ta

Microcin-
de

http://www.eecs.umich.edu).

(tomado

—

(b) Cable coaxial (tomado de
http://www.cybermarket.co.uk).

l
-

(d) Fibra o6ptica (tomado de

http://www.drakausa.com).

Figura 11.1: Ejemplos de guias de onda.

taria determinada por la solucion de tantas ecuaciones homogéneas de HELMHOLTZ

como materiales distintos formen parte de la guia y de la conciliacién de tales solu-

ciones con las condiciones de borde que las Ecuaciones de MAXWELL imponen en

todas las interfaces entre dichos materiales dentro de la guia.

En este documento nos ocupare-

Cuadro 11.1: Clasificacién de las ondas guiadas mos del estudio de las guias de onda

TEM

™

e.,h,=0

e, =0
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todos los campos que tienen alguna posibilidad de propagarse (en la direccién lon-
gitudinal) presentan, en general, una estructura que resulta de cierta combinacién
lineal de tres familias distintas de estructuras posibles. Estas estructuras se deno-

minan —ver Cuadro 11.1—:

= TEM: ondas transverse electromagnetic: los campos eléctrico y magnético son

ambos transversales a la direccion de propagacion.

» TE o H: ondas (modos) transverse electric: el campo eléctrico es transversal a

la direccion de propagacion.

= TM o E: ondas (modos) transverse magnetic: el campo magnético es transver-

sal a la direccion de propagacion.

Para analizar estas soluciones (estructuras) partiremos de una guia de onda ideal,
esto es: hecha con conductores ideales (o — 00) y rellena con un dieléctrico perfecto
(" = 0). El problema que asi resulta se reduce a resolver un problema con valores
en la frontera en una sola regién: en el dieléctrico, el cual se asume delimitado, como

se ha indicado anteriormente, por uno o mas conductores perfectos.

11.0.1. Planteamiento del problema ideal

Dadas la ecuaciones de HELMHOLTZ para los campos E y H en el dieléctrico

que rellena la guia:

V’E ++x’E =0 (11.1)
V2H +x’H =0 (11.2)

Pondremos el operador de HELMHOLTZ en la forma:

V2 + K? (11.3)
! (11.4)
02 0?02
o Tap ton ? (11.5)
N————’
Vi
! (11.6)
62
V%+@+n2 (11.7)



Descompondremos el campo eléctrico en sus componentes transversales y longitu-

dinales, y asumiremos que la dependencia de estas componentes respecto de las

coordenadas transversales (x y y) y longitudinal (z) es separable:

E = ET(ma Y, Z) + Ez(x,y, Z) a

(11.8)

er (m,y)g(z)

ez(7,y)g(2)

J
E = er(z,9)9(z) + e.(z,y)9(2)a.

Haremos lo propio con el campo magnético:

H = HT(:'B’ y’ Z) + Hz(l’,y,Z) a.

(11.9)
(11.10)

(11.11)

hr(x,y)g(z)

hz(z,y)g(2)

i3
H = hr(z,y)g(2) + h.(z,y)9(2)a:

(11.12)
(11.13)

Al aplicar el operador 11.7 a los campos 11.10 y 11.13, las ecuaciones vectoriales

11.1 y 11.2 dan lugar a las ecuaciones del cuadro 11.2.

Cuadro 11.2: Ecuaciones de HELMHOLTZ.

Campo eléctrico

Campo magnético

(v

0
<V%+—

2

g exlaa(z) =0

022

2

922 + ’%2> e:(z,y)g(z) =0

62
(V4 55+ 07 o) =
2 62 2
<VT +o5 s ) h.(z,y)g(z) =0

La ecuacién

62

2
(vT + 2

+ %2> flz,y)g(z) =0
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Se separa en dos ecuaciones:

2

9GS (2,y) + f(2,9) 739(2) + £ (2,9)9(2) = 0 (11.15)
[} (11.16)
v%‘f(xay) 2
T I) 11.17
f(z,y) T (11.17)
1 d?
@@g(z) = —K? (11.18)
[} (11.19)
Ko+ K7 = K (11.20)
\ (11.21)
Vif(a,y) + k3 f(z,y) =0 (11.22)
d2
@g(z) + K2g(2) =0 (11.23)
La solucién de la ecuacién 11.23 es:
g(z) = Ae %% 4 Belrt? (11.24)

con A y B constantes complejas indeterminadas.

La solucién 11.24 esta compuesta por dos ondas viajeras: una en el sentido de
crecimiento de la coordenada longitudinal z, Ae=/%¢* vy la otra en sentido contrario,
Belft* Nos quedaremos con la onda viajera progresiva e~#%¢% e incluiremos la cons-
tante indeterminada A en la funcién f(x,y), por lo que escribiremos g(z) = e 7%¢*,
De esta forma las ecuaciones del cuadro 11.2 dan lugar a las ecuaciones del cuadro
11.3.

Dadas las ecuaciones de MAXWELL, para un medio simple libre de fuentes:

VxE=—jwuH (11.25)
V x H = jweE (11.26)
V.-D=0 (11.27)
V.-B=0 (11.28)

Descomponemos los operadores Vx y V- de la forma:
0

Vx = (VT + —az> X
0z
0
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Cuadro 11.3;: Resumen de las Ecuaciones resultantes

Campo eléctrico

Campo magnético

2 . 0? ,
<V?p + ) + /@2> er(x,y)e %% = () <V?p + ) + /@2> hr(x,y)e "% =0
, O 2 _j , O ) »
(VT + E®) + K ) e.(x,y)e i =0 <VT + 92 + K ) h.(z,y)e 5% =0
4
0? ,
52 = (—Jke)?; K?— KD = K%
Y

V%GT(I’, y) + K’%BT("Ea y) =0

Vie:(x,y) + rkre.(z,y) =0

V’%h’T(xv y) + K’%hT("Ea y) =0

Vih.(z,y) + k7h.(z,y) =0

donde

0 0
VT = <%ax —+ a—yay>

Sustituyendo las expresiones de los campos E vy H de las ecuaciones 11.10 y 11.13,

respectivamente, y poniendo g(z) = e™7*¢* obtenemos:

8 — K2z —JKez
(VT—i- %az) X {eT(x,y)e IE e, (z,y)e 7™ az}

—jeop [Ar (e, y)e ™ + h.(a,y)e 7 a,]

9 —JKez —JKez
<VT+ &az> X {hT(x,y)e Iz 4 hy(z,y)e "™ az}

= jwe [eT(x, y)e "% e (x, y)e_j"“"'zaz}
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0

6 —ikz —Jkez
(VT + _izaz> . [eT(:L’,y)e IE e, (z,y)e 7™ az}
Vir+—a, |- [hT(:c y)e 5 4 h(z,y)e " a } =0
92 z ) z Y z

Para el campo eléctrico escribiremos:

Vr X eT('Tvy) = _jw,uh'2<x7y)a’z
Vr xe(x,y)a, — jrea, x ep(z,y) = —jwphr(z,y)
Vr-er(x,y) = jre.(x,y)

Usando la identidad vectorial:
Vx(WA)= (Vi) x A+9yV x A

se podra escribir:

vT X ez(xay)az = VT@Z(IE,?/) X ay

va que Vr X a, = 0. Reescribiremos la ecuaciéon 11.32 de la forma:
a. x Vre.(z,y) + jra. X er(z,y) = juphr(z,y)
Y para el campo magnético:
vT X hT(xa y) = jweez(:ﬂ,y)az
a, X vTh'Z<x7y) _'_j"ifaz X hT(lU,y) = —jweeT(:L’,y)
VT . hT(xv y) = j’%ﬁhz(xv y)

11.1. Clasificacion de las soluciones

11.1.1. Ondas TEM

(11.29)

(11.30)

(11.31)
(11.32)
(11.33)

(11.34)

(11.35)
(11.36)
(11.37)

Para las ondas TEM se cumple que e, = 0y h, = 0. Al sustituir en las ecuaciones

de MAXWELL estos valores se obtiene:

= Ecuaciones para el campo eléctrico:

vT X 6T<$U,y) =0
Kea, X er(x,y) = wphr(z,y)

VT . 8T($,y) =0
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= Ecuaciones para el campo magnético:

VT X hT<SL’,y) =0 (1141)
Keay X hp(z,y) = —weer(x,y) (11.42)
Vr-hr(z,y) =0 (11.43)
Solucién
Vr xer(z,y) =0=er(z,y) = —-VP(z,y) (11.44)
) (11.45)
V2.0 =0

Dlg, s,

Ky = K 11.47

(11.47)

I (11.48)
E = —V®(x,y)e 7" ( )

H = j:%az x ep(z,y)e " ( )

ke = k ya que E = epe %% debe satisfacer la ecuacién (11.1):

Viere 7% 4+ g2epe M = ()

[V% — nﬂ epe I 4 Klepe IR = ()

11.1.2. Ondas TE o H

Para las ondas TE o H se cumple que e, = 0. Al sustituir en las ecuaciones de

MAXWELL este valor se obtiene:

= Ecuaciones para el campo eléctrico:

Vr xer(x,y) = —jwph,(z,y)a, (11.51)
Kea, X er(x,y) = wphr(z,y) (11.52)
VT . eT(x, y) =0 (1153)
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= Ecuaciones para el campo magnético:

VT X hT<SL’,y) =0 (1154)
a, X Vrh,(z,y) + jrea, X hr(z,y) = —jweer(z,y) (11.55)
Vr-hr(z,y) = jrh:(z,y) (11.56)

Solucion
1. Se resuelve la ecuacion de HELMHOLTZ:
Vih(2,y) + kh.(2,y) =0 (11.57)

que junto con la condiciones E; = 0y H, = 0 sobre la superficie conductora,
con B, =er-a;y H, = hy - a,, donde a; y a,, son dos vectores unitarios, el
primero tangente a la superficie conductora y contenido en el plano transversal,

y el segundo normal a la superficie conductora, tal que a, X a; = ay,:

(a, x Vrh, + jkea, X hy = —jweer) - ay —ecuaciéon 11.55— (11.58)
I (11.59)
Vrh, X a,-a;+ jrihr X a, -a; =0 (11.60)

vaque AxB-C=A-BxC

Vrh,-a, X a; + jeihr -a, x a; =0 (11.61)
) (11.62)
VThZ Ay +j/€ghT cAp = 0 (1163)
U (11.64)
Oh,
=0 11.65
o (11.65)

da lugar al denominado segundo problema de contorno para la ecuacién

de HELMHOLTZ:
VZh, + Kk%h, =0

(11.66)

Oh,

on

El problema de contorno 11.66 es un problema de autovalores, donde s,

=0en St

con kp € {kr,}, es un autovalor del operador V2, {rr,} es el espectro
de V2, y la solucién h, es la autofuncién asociada, con h, € {h.,}. Cada
solucion h, del conjunto {h.,} da lugar a una estructura transversal de los
campos FE y H distinta, denominada modo de propagaciéon . El conjunto

{h.,} contiene todos los modos de propagacion: las autofunciones.
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2. Se calcula hy(z,y) a partir de h,(x,y):

V1 x hy(z,y) = 0 —ecuacion 11.54- (11.67)
0 (11.68)
Vr x Vr x hp(z,y) = Ve Vo hp(z,y) | — Vahe(z,y) =0  (11.69)

de la ecuacién 11,56 del cuadro 11.3

| (11.70)
Vrljkeh.(z,y)] + krhp(z,y) =0 (11.71)
U (11.72)

he(z,y) = —%VT[hz(x,y)] (11.73)

3. Se calcula er(x,y) a partir de hp(z,y), usando la propiedad a x b x ¢ =
(a-c)b—(a-b)c:

Kea, X ep(x,y) = wphy(z,y) —ecuacién 11.52— (11.74)
I (11.75)

Ke@, X a, X ep(z,y) = wpa, X hy(z,y) (11.76)

(8 (11.77)

er(z,y) = —%az X hy(z,y) (11.78)

Se define la impedancia de onda para el modo TE:

er W K

TE Sy

11.1.3. Ondas TM o E

Para las ondas TM o E se cumple que h, = 0. Al sustituir en las ecuaciones de

MAXWELL este valor se obtiene:

= Ecuaciones para el campo eléctrico:

Vr xer(x,y)=0 (11.79)
a. x Vre.(z,y) + jreaz x er(r,y) = jophr(z,y) (11.80)
Vr-er(z,y) = jres(z,y) (11.81)
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Cuadro 11.4: Resumen del procedimiento de calculo de los campos para las ondas TE.

VZh, + k%h, =0

Oh,,
on

=0en Sy

hz = hz(xay)a hZ € {hzn}7 Kt € {’%Tn}

K
hy = — 22t rh,
K7

er = —Nrpa; X hr

» Ecuaciones para el campo magnético:

Vr X hr(z,y) = jwee.(z,y)a, (11.82)
Ke@z X hT(x7y) = —weeT(x,y) (1183)
Vi ha,y) = 0 (11.84)

11.1.4. Solucion

1. Se resuelve la ecuacion de HELMHOLTZ:

Vie:(z,y) + wpe.(z,y) =0 (11.85)

que junto con la condicién e, = 0 sobre la superficie conductora, da lugar al
denominado primer problema de contorno para la ecuacion de HELM-

HOLTZ:

Vie, + rae, =0
(11.86)

e, =0en Sr
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2. Se calcula e;(z,y) a partir de e,(z,y):

Vr x ep(z,y) = 0 —ecuacién 11.79- (11.87)
I (11.88)
Vr xVr xep(z,y) =V Vr-ep(r,y) | —Vaier(z,y) =0  (11.89)

de la ecuacién 11,81 del cuadro 11.3

) (11.90)

Vrljkee. (z,y)] + krer(z,y) =0 (11.91)
U (11.92)

er(x,y) = —%VT[ez(r,y)] (11.93)

3. Se calcula hp(z,y) a partir de ep(z,y): Usando la propiedad a x b x ¢ =
(a-c)b—(a-b)c:

keay X hp(x,y) = —weer(x,y) —ecuacién 11.83- (11.94)
U (11.95)
Ke@y X @y X hr(x,y) = —wea, x er(z,y) (11.96)
I (11.97)
we
hT(xay) = K,_az X eT(x,y) (1198)
¢

Se define la impedancia de onda para el modo TM:

er Ry Ry

nTM:E_

we K

11.1.5. Estimacion de la soluciéon del problema real

En una situacion real, ni el dieléctrico ni el conductor son perfectos. El dieléc-
trico presentard pérdidas por polarizacion (¢” # 0), por lo que parte de la energia
transportada por los campos se disipara en forma de calor en el propio dieléctrico.
Ademas, otra fraccién de la mencionada energia transportada por los campos, aun
cuando muy pequena, se refractara en el conductor disipandose en él mediante el
efecto Joule. Si estas pérdidas se mantienen pequenas, es posible estimar la solucion
del problema real mediante una pequena perturbacién? de la solucién del problema

ideal:

2;Vale la redundancia?
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Cuadro 11.5: Resumen del procedimiento de calculo de los campos para las ondas TM.

Vie, + rk%e, =0

e, =0en St

€, = ez(xay)a €; € {ezn}7 Kt € {’%Tn}

Jke
er = ——QVTez
Kkt
1
hT = ——a, X er
nrm
—~ 4
E =(er te.a,)e ™ — E=(er+e.a,)e Ureete?) (11.99)
solucién ideal solucién ideal perturbada
—~ 4
H = (hy + h.a,) e ™* — H = (hr+ h,a,)e 0= (11.100)
solucién ideal solucién ideal perturbada

donde « es la perturbacién, la cual se refleja en forma de una atenuacién en la

expresion de los campos.

El calculo de «, curiosamente, se puede realizar utilizando las soluciones de los
campos del problema ideal bajo la premisa, ya mencionada, de que las imperfecciones
en los materiales causen pérdidas muy pequenas. Este método es referido en la

literatura cientifica como el método de las perturbaciones [30].

11.1.6. Atenuaciéon

Aplicaremos el método de las perturbaciones para calcular la atenuacién (la

perturbacién) haciendo uso de la solucién del problema ideal®. Para ello observamos

3Esto es: en las ecuaciones utilizadas todas las expresiones de los campos eléctrico y magnético

se refieren a la solucién ideal, a menos que se indique explicitamente lo contrario.
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que la potencia que se propaga a los largo de la guia responde a una ley del tipo:

pP— %{M}ds
S 2

- (er +e.a,) e~ Umeztaz) o (h; + h:ﬁaz) elrez—az q
— s 5 .ds
(11.101)

=/ R {Lﬂ i h;} -ds e 2
St

2

Py

:Poe—Qozz

donde St es la superficie transversal del dieléctrico y Py es la potencia que seria
transportada por los campos en el caso ideal (ausencia de pérdidas) y que equivale,
en el caso real, a la potencia transportada por los campos en z = 0.

Dado que la onda electromagnética progresiva ha de experimentar una variacion
de potencia AP en una longitud AZ de la guia que se debe corresponder con la
misma cantidad de potencia disipada tanto en el dieléctrico como en el conductor por

unidad de longitud, Py, tomando en cuenta la ecuaciéon (11.101), se podra escribir:

. AP
Pr=— lim ==

__dp (11.102)
dz

= 2aP

la cual implica que las pérdidas por unidad de longitud en un plano transversal dado
de la guia es directamente proporcional a la potencia transportada por los campos
en el mismo plano. De la ecuacién (11.114) es posible despejar a:

By

— 11.103
5P ( )

(0%

Por razones de linealidad, a se puede descomponer en una suma de dos partes:
una, ap, que modela las pérdidas en el dieléctrico y otra, ac, que modela las pérdidas
en el conductor: @ = ap + a¢. Para el calculo de estas atenuaciones partiremos de

la parte real de la ecuacién de balance energético complejo:

E x H*
7{3% YXE gs=-2 [ (WH-H +E-E) dv
s 2 2 Jv(s)

1
——/ oE-E* dv (11.104)
2 Jv(s)
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la cual aplicaremos a una region volumétrica de la guia definida por Sr y una
longitud incremental Az —ver figura 11.2(a)—, suponiendo que el dieléctrico no exhibe

pérdidas ni magnéticas ni 6hmicas:

E x H*
fé R —f/ "E-E* dv (11.105)
S 2 2 Jvs)
Sz(z+Az)
P 1N
; - Ly
Lﬂat \fﬁ
ST(Z) /
(a) Corte en perspectiva. (b) Corte transversal.

Figura 11.2: Tramo de guia de onda de longitud Az.

La integral del miembro de la derecha se divide en dos partes al considerar que la
superficie de integracién esta compuesta por una superficie St transversal, a través
de la cual fluye la energia transportada por los campos a lo largo de la guia, y una
superficie lateral Sy, —ver figura 11.2(a)—, la cual coincide con la superficie interior

de los conductores, a través de la cual fluye la energia que se refracta en estos y que

se disipa por efecto Joule:

E x H* E x H* E x H*
f%{xi}.dsz %{Xi}.dﬁ/%{xi}.ds
2 2 2

S Slat
(11.106)

que al sustituir en la ecuacién (11.105), y luego de despejar apropiadamente, nos

St (2)+S7(2+Az)

permite obtener:

E x H* E x H*
%{Xi}ds:—/éﬁ X7}~ds—£ / SE-E* dv

2 2 2
St (2)+ST(2+Az) Seat V(St+Seat)
ap—- [» %}-ds—g | BB
Seat V(ST+Seat)
Pc Pp
(11.107)

donde AP es la variacién de la potencia electromagnética transportada por los

campos en AZ metros de longitud, Pg es la potencia refractada hacia los conductores
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que fluye desde el volumen considerado a través de la superficie lateral, y Pp es la
potencia disipada en el interior del volumen considerado debido a las pérdidas de
polarizacion del dieléctrico.

Para la aplicacién de la férmula (11.103) tal que:

_ P _ Pip

“w=op  PTop

(11.108)

es necesario definir Pyc v P;p en funcién de Po y Pp, respectivamente.

11.1.7. Calculo de la atenuacién a¢ por pérdidas en el con-

ductor

Pe
PZC_AILIEOA—z
[ R EXQH*} ds
I 3 Seat
_Alggo Az
f f %{EXQH*} -dﬁdzan (11109)
. H Az Lypay
CAz50 Az
E x H*
_ %{7X }-dfan
2
Llat

donde a,, es un vector unitario normal a la superficie lateral de la guia que apunta
hacia el interior del conductor y Ly, es el contorno lateral de los conductores en el
plano transversal —ver figura 11.2(b)-.

En virtud de que el campo eléctrico ideal es nulo en el contorno lateral Ly, la
integral anterior —ecuaciéon (11.109)— no nos sirve directamente para calcular Pyc.
En un conductor real, el campo eléctrico tangencial a la superficie, aiin cuando muy
pequeno, no es nulo. Tendremos que calcular P, utilizando los valores de los campos

en el conductor (;cémo?):
E H}
P = f %{%} . dla, (11.110)
Lyat

Aplicando las condiciones limites de LEONTOVICH, podemos expresar el vector
de POYNTING complejo en el conductor como un vector en la direcciéon de a,,, de
tal forma que:

1
Soan = §EC x H é
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donde E¢c = ET(0)e ¢y He = HT(0)e 7¢" son el campo eléctrico y magnético,

respectivamente, en el conductor. Como E¢ = ncHe X a,, sigue que:

EC’ X Hé, = (?7ch X Cl,n) X Hé

(11.111)
=nc (He - HE,) an
sustituyendo la ecuacién (11.111) en la ecuaciéon (11.110), se obtiene:
ne (He - Hg ) ay
PZC:%%{ ( 2 C) }'Cwa'n
Ltat (11.112)

§R{TIC} *
. 7{H0~HC dr

Lyat

y como Hc(0) = H(0), o sea: la componente tangencial del campo magnético en

la superficie de separacion entre un dieléctrico y un conductor real es continua:

P — %{;70} j{ H-H*dl (11.113)

Lyat

Tomando en cuenta que

1
P:—/ R{E x H*} - ds
2 Jsy
1
- 3%{5/ (o H X as) x H} . dsa, (11.114)
St
=0 [ B Hrds
2 Jsy

sera:
— §R {?70} leat H ’ H* de
2anSTH -H*ds

(11.115)

11.1.8. Calculo de la atenuacién ap por pérdidas en el die-

léctrico

La potencia disipada en el dieléctrico por unidad de longitud vale:
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. Pp
Fip _AILIEOE
» [ JE-E*dv
V(ST+S¢at)
Az—0 Az 11
© [ ["E-E*dsdz (11.116)

Az St

de modo que:
we" [g. E - E*ds
= 11.117
P onp f, H - H* ds ( )

11.2. Resumen de formulas

11.3. Cable coaxial

@

(a) Seccién transversal. (b) Perspectiva.

Figura 11.3: Cable coaxial. B: conductor; [J: dieléctrico.

Dado el cable coaxial que se ilustra en la figura 11.3, interiormente relleno de
un dieléctrico ideal y hecho con conductores ideales, también, la estructura de los

campos se puede obtener a partir de la solucién del problema de contorno:
1d (dcb)
——pl=—]=0
pdp \dp (11.118)
®(a) =Vy, P(b)=0
La solucion de la ecuacién (11.118) es:
®(p) =Alnp+ B (11.119)
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Cuadro 11.6: Resumen del procedimiento de calculo de los campos para cualquier modo.

TEM TE ™
Vid =0 Vih, + Kk%h, =0 Vie, + rae, =0
Oh,
D5,y Sro o 0en Sp e, =0en Sy
Re =R nre = ,{%77 nryv = %77
er = —VT(I) hT = —]—IZZVT}LZ er = —@VTez
K Ko
er 1
hT =Qa, X — er = —Nrepa; X hT hT = ——a, X er
n nrv

Solucion ideal

E = (er +e,a,) e 7?

H = (hr + h.a,) e "

Solucion real

E = (er +e.a,) e~ reta)?

H = (hy + h.a,) e~0m):

a = ap + oa¢

ap

 wd' [, E-E"ds
T 2), R{Ex H}-ds | °¢

o %{nc}prHH*dg
- 2[g, R{E x H*}-ds

evaluando la solucién (11.119) en los bordes se obtiene:

Alna+ B
Alnb+ B

Vo
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de donde

Vot (11.121)

de esta forma:

d(p) = (Inb —1np) (11.122)

g% (11.123)

sustituyendo esta solucién en las ecuaciones (11.49) y (11.50) se obtiene:

Vo a
FE = —P momz 11.124
In(b/a) p © ( )

__ VY lap e
In(b/a)n p

(11.125)

11.3.1. Onda de voltaje

Podemos calcular la diferencia de potencial entre los conductores en el plano

transversal z = ctte. —Sr(z)—

Vo ba, _
_ %Y 4 - (11.126)
[ln(b/a) /a p pap] ‘
_ Vbe Kz

y vemos como, existiendo una relaciéon univoca entre E y V', es posible hablar de

una onda de voltaje.

11.3.2. Onda de corriente

Podemos calcular la corriente enlazada por el campo magnético en el conductor

interior (o exterior) en el plano transversal St (z). Sea I un camino cerrado alrededor
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del conductor interno del cable coaxial:

[= 74 H-de
T
Vo /271' a, ]
= |— - pdspa, e IR* (11127)
lln(b/a)n p PP
= Jge™I%*
donde
27V
" In(b/a)n

Como la relacién entre H e I es univoca, también podemos hablar de una onda de

corriente.

11.3.3. Impedancia caracteristica

La relacion entre la onda de voltaje —ecuacion (11.126)— y la onda de corriente
—ecuacién (11.127)— tiene unidades de Ohmios y es una funcién de la geometria

transversal de la linea y de las propiedades intrinsecas del dieléctrico:

v _ 7. — In(b/a)
1 2m

7 (11.128)

Z,. se conoce como impedancia caracteristica del cable coaxial.

11.3.4. Atenuacion del cable coaxial

La atenuacion a = ac+ap del cable coaxial se puede calcular haciendo uso de las
férmulas (11.115) y (11.117), respectivamente, sustituyendo en ellas las expresiones
de los campos (11.124) y (11.125).

Atenuacién debido al conductor

A partir de la ecuacién (11.115):

R {1} fy,, H - H* Al

ac= 2np [¢, H - H*ds
Vo 2w
_R{ne} oo nD} (o7 + ™ %) (11.129)
27]D [ln (b/a) 77D:| f fzﬂ _4“”_2
_R{ncta+b 1

"~ 2np  ab In(b/a)
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y tomando en cuenta que para un buen conductor R{nc} = /4L = \/l’g’l—o y que
para un un buen dieléctrico np = /47, resulta:

[xFZ
o ath (11.130)

1
2In(b/a) ab

Qo =

Atenuacién debido al dieléctrico

A partir de la ecuacién (11.117):

we" [g. E - E*ds

“P = onp s, H - H*ds
2w dedp
_we’ Imon } Jo Jo” %5 (11.131)
2 2w dedp
" [ln(b/a 77Di| f Jo P
Ho
:7Tf5” ?
Atenuacion resultante
Finalmente podemos escribir:
wfe!
n [ Ho 1 o a+b
_ r7o o, - 11.132
a=mfe e * 2In(b/a) ab ( )
—_———
ap ac

11.4. Guia de onda rectangular

<

bJA/
7 X

a z

(a) Seccién transversal. (b) Perspectiva.

Figura 11.4: Guia de Onda rectangular.
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La geometria de una guia de onda rectangular se muestra en al figura 11.4. La

ecuacion de HELMHOLTZ en este caso asume la forma:

0? 0
6—£+a—;+n§u:0 (11.133)
Para las ondas TE:
&?h,  Oh,
5.z + 0 + K%h, =0
oh., 0 x =
or PRy (11.134)

8hZ—O ara y=
Ay P y=>

Para las ondas TM:

0%e, N 0%e, e 0
Kpe, =
Jx?  Oy? r
(11.135)
=0 y=0
e, = 0 para
r=a y=»=b

La ecuacién 11.133 se resuelve asumiendo una soluciéon producto: u(z,y) =
X (2)Y(y), donde las funciones X y Y dependen exclusivamente de las variables

T y y, respectivamente:

0? 02
T =0 (11.130)
d2X d?y
Y3 +Xd—y2+/{2TXY:O (11.137)
1d2X  1d4%Y 9
La ecuacién 11.138 se separa en dos ecuaciones:
d2
F + /‘iiX =
12X 1d%y g
Y—dlz —|—?d—y2—|—HT:0:> 2y (11'139)
2y _
ap T

donde k2 + /@Z = k4. Las soluciones de las ecuaciones 11.139 son:
X(z) = Acos(k,x) + Bsin(k,x)
Y(y) = Ccos(kyy) + Dsin(k,y)
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Y por tanto:
u(x,y) = [Acos(kyx) + Bsin(k,x)][C cos(kyy) + D sin(k,y)] (11.140)

Para las ondas TE, la aplicacién de las condiciones de borde especificadas en la

ecuacion 11.134 permite obtener la soluciéon para h,:

h,
a@x =0 = —K,[Asin(k,0) — Beos(k,0)]Y =0=B=0
=0
h
s :0:>—HmAsin(/§ma)Y:0:>/ix:m,m:0,1,2...
ox | _, a
Oh.,
o = 0= —Xk,[Csin(k,0) — Dcos(k,0)] =0= D =0
y=0
h,
0 :0:>—X/insin(/<;yb):0:>/<;y:n—7T,n:0,1,2...
W |, b
Y
h.(x,y) = Hyy cos (mx> oS (%y) (11.141)
a

donde H,,, = AC.
La ecuacién (11.141) representa la familia de modos de propagacion TE o H.
Para las ondas TM, la aplicacién de las condiciones de borde especificadas en la

ecuacion 11.135 permite obtener la solucion para e, :

€|, = 0= [Acos(k,0) + Bsin(k,0)]Y =0=A=0

ez|x:a:0:>Bsin(/{xa)Y:O:>f€x:m, m=1,2,3...
a
ez|y=0 = 0= X[C cos(k,0) + Dsin(k,0)] =0=C =0
e:l,—p, = 0= XDsin(r,b) = 0=k, = %, n=123...
Y
e,(z,y) = Epp sin (mx> sin <n%y> (11.142)
a

donde FE,,,, = BD.
La ecuaciéon (11.142) representa la familia de modos de propagacion T'M o E.
A partir de las soluciones 11.141 y 11.142, y utilizando las ecuaciones de los
cuadros 11.4 y 11.5, se pueden determinar las componentes restantes de los campos.
En el cuadro 11.7 se resumen estos resultados junto con otros pardmetros de interés.

En la Figura 11.5 se muestra la estructura transversal de e.,,, correspondiente
a los modos T'M;, —Fig. 11.5(a)-, TM; o ~Fig. 11.5(b)—, T My —Fig. 11.5(c)- y
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-] we

(a) Modo T'M; 1 (b) Modo T'M; 2

e e i -

EL e
L. s e

(c) Modo T'M3 2 (d) Modo T'M3,2

Figura 11.5: Estructura transversal de e.,, ,(z,y) en una guia de onda rectangular de

dimensiones a X b, con a = 2b.

TM;, —Fig. 11.5(d)-. Tales graficas fueron elaboradas usando MATLAB, mediante
el siguiente codigo:

a=1; b=0.5;

x=linspace(0,a,50);

y=linspace(0,b,30);

[X,Y]=meshgrid(x,y);

ez=sin(m*pi*X./a) .*sin(n*pi*Y./b);

surf (X,Y,ez);

shading(’interp’);

axis([0 a 0 b]) set(gca,’PlotBoxAspectRatio’, [2 1 1]);

view(0,90) ,axis equal, grid off, box off , axis off
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Cuadro 11.7: Estructura de los campos y otras propiedades en una guia de onda rectangular.

modos TE modos TM
HZ Hmn COS (%I) COS (TL_bﬂ'y) e_jﬁf,'mnz O
K _ i K .
E, N7 Emn HmnJ -2 55 cos ( ) sin ( ) e Jfitmn® —J B = 8 cos (mx) sin (%“y) e~ Iremn?
’ HT mn T,mn a
K. o
K, N7 EmnHpn J 7™ %5 sin ( ) cos ( ) Itmn® - — By = B sin (TW$) cos (%y) e~Iftmn?
Tm'n Tomn
H H - Kg,mn mm Sll’l ( ) (n_ﬂ ) e—]ﬁg,mnz . Emn _ Bemn nw L (m ) (n_ﬂ ) ikt
! L A b Y T s sin (5w ) cos {1y ) e
K s . ) .
Hy Hmnj?é#ngr CcoS ( ) (%y) e JRe,mn? _j nTE;\'rInn :van % cos (Tﬂ'x) sin (n_gry) e JIKe,mnZ
T, mn I,mn R oyn
nTE’mn Ke,mn
K,
NTM,mn :nT/
RTmn 0 -+ 5
w k2 — | (mx)? 4 (o« 2
l,mn ; ;
f 1 m 2 + n 2
c,mn W - .
2
)\c,mn




11.4.1. Condicién de propagacion

Para que un determinado modo se propague en la guia es necesario que el coefi-
ciente de propagacion Ky my:

_ 2 2
Komn = \/ K* — K

J ) l<mw)2 <n7r)2]
=\ |wipe— |\ — ) + (=
a b
sea real, circunstancia que se conoce como condicion de propagacion:
mm\ 2 nm\ 2
wf e > () + (F)
@rfype>(=~) +(5
ol ) (5
21 /e a b

11.4.2. Frecuencia de corte

(11.143)

La frecuencia limite a partir de la cual un determinado modo m,n puede propa-

garse se conoce como frecuencia de corte de dicho modo:

Fomn = %1%\/<?>2 + ("—;)2 (11.144)

11.4.3. Modo dominante

El modo que presenta la frecuencia de corte menor se conoce como modo domi-
nante. Con la ayuda de la Ec. (11.144) y poniendo a = 2b, se ha llenado el Cuadro
11.8.

Cuadro 11.8: Frecuencias de corte de los primeros modos.

modo frecuencia de corte
1 mm 2 nmw 2
ma | 52y (%) + ()
1
1’0 2a./pe
1
0,1 a\‘;—’ﬁ
5
]"]' 2a./pe
2
2,1 NGPN=
1.2 V17
) 2a/ e

A partir del Cuadro 11.8 se observa que:
Jeao < Jeor < feqr < feor < feqz < fepr <o
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El rango [fe 10, fe01] es el rango de frecuencias en el que se suele usar la guia,
dado que en dicho rango solo se propaga el modo dominante.

De la solucién de e, —ecuacién (11.142)— vemos que los modos T'M requieren
que m y n sean ambos distintos de cero, por lo que el modo mas bajo que puede
propagarse es el modo T'Mj;. Tal restriccion no existe para los modos T'E —ver

ecuacion (11.141)—, siendo el modo T'Ej el modo dominante.

Problema

1. Disene una guia de onda rectangular para que opere en la banda K (18 : 26.5

GHz).

a) Determine los valores de a y b de la guia.

b) Determine un valor de frecuencia que permita la propagacion del modo

T M, en la guia disenada.

¢) Se desea excitar dicho modo mediante ondas planas. Diga sobre que lados
de la gufa deberia(n) incidir la(s) onda(s) plana(s) para excitar el modo
T M.

d) Diga que polarizacién deberia(n) tener la(s) onda(s) incidente(s) para
excitar el modo T'M;; a la frecuencia calculada en el literal (b).

e) Determine el(los) angulo(s) de incidencia correspondiente(s) de la(s) on-

da(s) plana(s) del punto anterior.

11.5. Guia de onda circular

(a) Seccién transver- (b) Perspectiva.
sal.

Figura 11.6: Guia de Onda circular.
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La geometria de una guia de onda circular se muestra en al figura 11.7. La

ecuacion de HELMHOLTZ en este caso asume la forma:

0?u N 10u 1 0% L 0
— 4+ ——+ - tKru=
0> pdp  pop? T

Para las ondas TE:

0*h, 10h, 1 0°h,

1 1 2, = 0
o7 T pop Tpogr T

Oh, 0

= ara p=a
ap ) p p
Para las ondas TM:

d%e, N 10e, 1 0%, 2 0

- — Kae, =
0> pop  pPog> T

e, =0, para p=a

La ecuacién 11.145 se resuelve asumiendo una solucién producto: u(p, )

(11.145)

(11.146)

(11.147)

P(p)®(p), donde las funciones P y ¢ dependen exclusivamente de las variables

Py @, respectivamente:

d’P &dP P d*®
a2 pdp g
1d2P  1dP 1 d2
ﬁd—pz—FP—pd—p‘i‘q)—pzd—gOz—'—/iT:O

+ k3PP =0

multiplicando este resultado por p? se obtiene:

2 72 2
p-d pdP 1d°® 9 9
Fd—pz Ed—p—i_aﬁ =20 (11.148)
2 92 2
p°d*P  pdP , , 1d*®
——t+ = =——— 11.149
P dp>  Pdp PR d dyp? ( )
La ecuacion 11.149 se separa en dos ecuaciones:
2d2p dP
Fap tra
p2d2P+de+22 N p p
Dae2 pa, PRr=TF3,2
P dp P dp d dp 1 20 ey
O de?
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°p  14P 2
d d—+<2 V—)P:O (11.150)

a pdpy T\
d2o
12 + 120 =0 (11.151)

donde 12 es cierta constante de separacion.

Las solucién de la ecuacion 11.151 es:

O(p) = Acos(vy) + Bsin(vy)
donde A y B son dos constantes indeterminadas. Como la funcién ®(¢) ha de ser

unievaluada: ®[v(a + 27)] = ®(va), v ha de ser un niimero entero:
O () = Acos(ng) + Bsin(ny)
La solucién de la ecuaciéon 11.150 es:

C'Jn(krp) + DY, (k7p)

donde C' y D son dos constante indeterminadas, J, es la funcion de BESSEL de
orden n —ver la Fig. 11.7(a)—, y Y,, es la funcién de NEUMAN de orden n —ver la Fig.

11.7(b)-.

Yy

05r

¥,00

(b) Del segundo tipo o de Neuman.

(a) Del primer tipo o de Bessel.

Figura 11.7: Funciones de BESSEL.

La funcién de BESSEL J,(z) se define como:
(_l)m(x/Q)n+2m

@) =2, m!(n 4+ m)!

m=0
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Las funciones J,, y Y,, se conocen también como funciones de BESSEL de primer y
segundo tipo, respectivamente, de orden n. La funcién de BESSEL de segundo tipo
se le suele denominar también de NEWMAN, y en algunos textos se le designa con
letra N: N, (z).

La ecuacion 11.150 se denomina ecuacion de las funciones cilindricas o
Ecuacién de BESSEL. Sus soluciones, las funciones J, y Y,,, se denominan funcio-
nes cilindricas. Las funciones J,, v Y;, no son periddicas, pero al crecer p, oscilan
cerca de cero, decrecen monotonamente, y se aproximan a las funciones trigonométri-
cas para p — oo (ver figuras 11.7(a) y 11.7(b)). Es cémodo comparar la ecuacion de
funciones cilindricas con la ecuacién de funciones trigonométricas y exponenciales,

asi como las soluciones respectivas:

Cuadro 11.9: Comparacién entre las ecuaciones diferenciales de las funciones cilindricas

y de las funciones trigonométricas.

Ec. dif. de las funciones cilindricas | Ec. dif. de las funciones trigonométricas
y”+%y’+(1—;‘—§)y:0 y' +y=0
{Ja(@), Yo(2), HP (z), H? ()} {cos(z), sin(z), &, e}
I () cos(x)
Y, (x) sin(z)
HY (z) el”
H? (z) e J®

donde HM(x) = J,(x) + 3Yu(x) y H?(z) = Ju(z) — 7Yn(z) son las funciones
de HANKEL de primero y segundo tipo, o especie, respectivamente. Asi como las
funciones exponenciales son ideales para representar procesos propagantes, de la
misma manera lo son las funciones de HANKEL. Por otro lado, las funciones de
BESSEL y de NEWMAN naturalmente representan procesos estacionarios.

La funcién de NEUMAN Y, (krp) — oo para p — 0 —ver Fig. 11.7(b)—. Por esta

razon la solucion de la ecuacion 11.145 asume definitivamente la forma:

u(p, 0) = [Acos(ng) + Bsin(ng)]J (wrp)

11.5.1. Ondas TE

Para las ondas TE, la aplicacién de las condiciones de borde, especificadas en la

ecuacién 11.146, permite obtener los autovalores {k7,,} a partir de las raices de
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las ecuaciones?:
T (kra) = 0 (11.152)
de donde

/
_ Prm
/’{'T,nm - a

siendo pl,. la raiz m-ésima de la ecuacién 11.152° —ver Cuadro 11.10(a)-, n =
0,1,2..,ym=1,2,3...

Cuadro 11.10: Raices p,,. Y Dnm.

(a) Algunas raices pl,,,. (b) Algunas raices prm .

P Pho Phs
3.832 7.016 10.174
1.841 5.331 8.536
3.0564 6.706 9.970

DPni1 Pn2 DPn3
2.405 5.520 8.654
3.832 7.016 10.174
5.135 8.417 11.620

N o~ O S
N o~ O S

Las soluciones para h, (modos o autofunciones) tienen la forma:

h.(p, ) = [Acos(ng) + Bsin(ny)|J, (plzmp> (11.153)

11.5.2. Ondas TM

Para las ondas TM, la aplicacion de las condiciones de borde, especificadas en
la ecuacién 11.147 permite obtener los autovalores {fr.,.,} a partir de las raices de
las ecuaciones:

Jn(kra) =0 (11.154)

de donde
Prnm

RTnm =

siendo pp,, la rafz m-ésima de la ecuacién 11.154% —ver Cuadro 11.10(b)—, n =
0,1,2..,ym=1,2,3....

Las soluciones para e, (modos o autofunciones) tienen la forma:

e.(p,p) = [Acos(ny) + Bsin(ng)]J, (pgm p) (11.155)

Se comprueba que J,(z) = 2J,(z) — Jnq1(z).
5La ecuacién 11.152 se obtiene al igualar la derivada de la funcién de BESSEL de orden n

evaluada en p = a a cero.
6La ecuacion 11.154 se obtiene al igualar la funcién de BESSEL de orden n evaluada en p =a a

Cero.
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Cuadro 11.11: Estructura de los campos y otras propiedades en una guia de onda circular.

modos TE modos TM
/ Acos(n .
HZ Jn (przlm p) ( SO) e_JKZ,n'nL 0
+ B sin(ny)
+ B sin(ny)
. / B cos(n . . / Acos(n .
E, | —inrpmmmeJ, (Pup) 2 ) v o (222p) 2 4 e
T,nm P _A Sln(ngp) T,nm +B Sll’l(ng&)
. / / Acos(n : e B cos(n .
Ep | jnrs et J7 (P p) ) i _jean (B2p) ) e
T,nm _I_B Sln(n@) T,nm P _A Sln(n@)
. / / Acos(n . . B cos .
Hp _j%%{]’r/l (przlm p) ( (10) e_JHZ,n'nL ];%Jn (p'”Tmp) n (n(p) e_]ﬁé,nm
T,nm +B Sll’l(ng&) NTM,nm T,nm P _A SlIl(TlgO)
. / B cos(n : . / Acos(n :
H, —j o ], (Bamp) N (222p) o) e
T,nm P _A Sln(ngo) NTM,nm KT ,nm +B SID(TLQO)
NTEmn %77
NTnM,mn :7{,27;17]
RT mn pim pnTm
’ 2 2

Ktmn k2 — (L) R2 — (2
f 1 Phm 1 Pam

¢,mn 2w /€ a 2m\/UE a
A 2ma 2ma

c,mn Pl Pnm




A partir de las soluciones 11.153 y 11.155, y utilizando las ecuaciones de los
cuadros 11.4 y 11.5, se pueden determinar las componentes restantes de los campos.

En el cuadro 11.11 se resumen estos resultados junto con otros parametros de interés.

Modo TE1 1 (b) Modo TEl 2

\, .\\

(c) Modo TE> 2 (d) Modo TE> 3

Figura 11.8: Estructura transversal de h.,,,(z,y) en una guia de onda circular.

En la Figura 11.8 se muestra la estructura transversal de h.,,,, correspondien-
te a los modos T'Ey; —Fig. 11.8(a)-, TE; —Fig. 11.8(b)-, T Ey5 ~Fig. 11.8(c)-
TE,;3 -Fig. 11.8(d)—. Tales gréficas fueron elaboradas usando MATLAB, mediante
el siguiente codigo:

A=0,5 B=0,5

phi=linspace(0, (2xpi),200);

r=linspace(0,1,200);

[Phi,R]=meshgrid(phi,r);

[X,Y]=pol2cart (Phi,R);

p=[3.832,7.016,10.174;1.841,5.331,8.536;3.054,6.706,9.970]

Hz=besselj(n,p(n+1,m)*R) . *(A*cos (n*Phi)+B*sin(n*Phi)) ;

surf (X,Y,Hz);

shading(’interp’);

view(0,90) ,axis equal, grid off, box off, axis off
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11.5.3.

Modo dominante

Inspeccionado las tablas 11.10(b) y 11.10(a) se observa que el modo T E;; —ver

Fig. 11.8(a)- es el modo dominante. Para este modo tenemos: ver cuadro 11.12.

Cuadro 11.12: Campos del modo T'E;

E
Ep — —j p,ll pll BCOS efjlil,ll Hp
—Asin(p
E, =jE,, 11J/ Py Acos(y eJren | Hy =
+ B sin(
z - Hz

Asin(yp)
&p) A COS((’O) e Jre11
¢ +Bsin(yp)

Con la ayuda de la gréfica 11.9 podemos trazar las lineas de fuerza de E y de

H a mano alzada. jInténtalo!

-05 L
0 0.5

L L L L L
1 15 2 25 3

Figura 11.9: J; y J].
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11.6. Relacion entre la densidad de corriente su-
perficial J;, de un conductor perfecto y la
densidad de corriente J en un conductor

real

En un conductor ideal los campos eléctrico y magnético son nulos, y la corriente
es superficial —ver figura 11.10(a)-. De tal suerte que si se toma un contorno I'
cerrado, como se ilustra en la figura 11.10(a), y se calcula la circulacién de H, se

obtiene:

H de= J, - ds
: 50 (11.156)

—Ay->
(a) Conductor ideal (b) Conductor real

Figura 11.10: Relacién entre Jsy J.

En un conductor real los campos eléctrico y magnético no son nulos, y la corrien-
te, aunque se atenia fuertemente a razén de 1/ neperios por metro de longitud,
se distribuye volumétricamente — ver figura 11.10(b)—. Si tomamos un contorno I',
similar a como se procedio en el caso del conductor real y como se indica en la figura

11.10(b), al calcular la circulacién de H se obtiene:

]{H~d£: J - ds
r s(r

)
L
= —/ / J - dzdya,
Ay JO
L 11.1
= —/ / Jdz-dya, ( 57)
Ay JO

Js

=— Js - dya,
Ay
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donde se ha definido de manera natural la densidad superficial de corriente J, del

conductor ideal en términos de la densidad de corriente J del conductor real:

L
JS:/ Jdz (11.158)
0
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